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“әй trụ vûn luôn тиў rộng tr: mặt chung ta, 
nhưng chứng ta không thể hiệu dx nó nếu không 
liểu ngôn ngữ và các kí tự сщш nó. Dit «t bằng 

ngôn ngữ cua toán học, ki tự của và trụ là nhung 
tam giác, đường tròn và các hình hình học khác mà 
nếu thiếu chúng, con ngii se không thể hiểu du 
một từ nào cua «т cru; thiếu chứng, ta sé chỉ 

lang thang тете môt mé cưng tốt tûm.” 
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— ——— LỜI GIỚI THIÉU—— 


Quyến sách Niềm vui toán học edi mó các khái niệm, ý tưởng, 
các câu hỏi, lịch sử, các bài toán và những trò giải trí nhằm 
giúp bạn hiểu hơn về bán chất và tầm ảnh hưởng của toán hoc 
trong cuộc sống. 


Tận hưởng niềm vui trong toán học chính là khi ta hiểu ra 
rang toán học hoàn toàn không phải là một mén hoc xa rời với 
những thứ quanh ta và lầm ra khó chịu với những cuến số sách 
chưa quyết radan hay những có máy rính phức tap. Rất ít người 
trong chúng ta hiểu được bản chất của toán hoc vốn di gắn liền 
với môi trường và cuộc sống. Vô vàn thứ trong đời sóng hàng 
ngày của con người có ché mó rà được bằng toán hoc. Các khái 
niệm toán hục thậm chí còn hiện hữu ngay cả trong cấu trúc 
của những tế bao. 


Cuốn sách này sẽ giúp bạn nhận biết về mối quan hệ không 
thể tách rời của toán học với thế giới tự nhiên thông qua việc 
giới thiệu những khái niệm và hình ảnh cú. toán học trong 
muón mặt đời sống. 


Niém vui trong toán học cũng giống như cám giác khi mới 
khám phá điều gì đó lần đầu tiên. Như cám giác của trê cho 
тус những kì quan của thể giới vậy! Một khi bạn đã trải qua, 
bạn sẽ không bao giờ quên được. Cam giác ấy có thể hứng thú 
nhu lần đâu tiên bạn nhìn vào kính hiển vi thấy những vật 
vẫn luôn ở xung quanh mà bình thường mất bạn khòng thể 
nào nhìn thấy được. 


Khi cần phải quyết định rrình bày cuốn Niém яла toan học 
như thế nào thì cách phần chìa theo chủ dé ngay lập tứ hiện 
đến với chúng tôi, ví dụ nhu toán hoc và nr nhiên, toán hoc và 
khoa học, toán học và nghệ thuật,.. Những toán học và những 
mỗi quan hệ của nó với thế giới xung quanh không hiện điện 
thành rừng nhóm riêng biệt, Trái lai, roan học và sự xuất hiện 
của nó mang dày tinh подо nhiên và bất ngờ. Vì thế, các chủ 
đề trong cuốn sách này cũng được sắp xếp một cách tự nhiên 
nhằm tạo sự thú vị trong quá trình khám phá. Niém «ui toán hoc 
được trình bày theo lối mở ở tất cả các phần. Mỗi mục, không 
kể lớn hay nhỏ, về cơ bàn là độc lập với nhau. 


Khi cảm nhận được niềm vui thực sự trong toán hoc, bạn sẽ 


cang hứng thú và mong muốn tìm hiểu về nó nhiều hơn nữa. 


“Tất са các lĩnh væ của toán học, dù 

trưu tưng đến más, sớm muộn rôi cùng sẽ 

được ứng dung vào các hiên tượng của thế giới thuc? 
—Lobachevsky 


Toán hoc là môt khoa học, một ngôn ngữ, 
môt nghé thuât, môt cách tu duy. Toán hoc 
hiện điện trong fu nhiên. nghệ thuậf, âm 
| ‚ kičn trúc, lich su, khoa hoc. van hoc. 
Toán học luôn tác động đến mọi khia cạnh 
йа vũ fry. Toón học lò một khoa học, mêt ngôn 
90, mêt nghê thuêt, mêt cách tu duy. Toán hee 
hiện điện trong tự nhiên, nghê thuột, êm nhọc, 
wên trúc, lich zử, khoe học, vẽn học. Toén học luôn 
ёс dêng dên men khia cenh cbe vü try. Toán hoc 
là mót khoa hoc, mót ngên ngu, mót nghë 
huàt, mót cách tu duy. Toán hoc hiën die 
rong tu nhiên, nghé thuàt, âm nhac, ё 
rüc, lich su, khoa hoc, van hoc. Toán hoc 
luón tác dóng dén moi khía canh cüa vü 
ru. Toán học lè một khoa hee, mêt ngôn ngữ, 
một nghé thuót, mêt céch tư duy. Toán học hiện 
dên trong ty nhiên, ngh thut, âm nhoc, kên 
rýc, lich #Û, khoa hec, vàn hoc. Toón hoc luôn téc 
Jóng dën mon khio cenh eba và try. Toán hoc 
là một khoa hoc. môt ngôn ngữ, môt nghệ 
thuât, môt cách tu duy. Toán hoc hiên йїёп 
trong fu nhiên, nghệ thuật, âm nhac. kič 
trúc, fich зи, Khoa hoc. van hoc. Toán hc 
luôn tac dêng dén moi khia canh сйа vü tru. 













Quá trinh 
hinh thành 
hệ thập phân 


Những hệ đếm đầu tiên 
không phải là hệ đếm 
theo vi trí, Nhưng đến 
khoảng năm 1700 trước 
Công nguyên (tr.C.N), hệ đếm theo vị trí cơ số 60 đã bát đầu 
được phát triển. Nó rất hữu dụng đối với người dân Lưỡng Hà, 
những người đã tạo ra nó để sử dụng cùng với lịch 360 ngày 
của họ. Hệ đếm theo vị trí thực sự được biết đến sớm nhất là 
của người Babylon, nó bắt nguồn từ hệ đếm cơ số 60 của người 
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ÁN DO (Devanagari) - thé ki XI 


22 ç á 2 7ÿ 9 
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CH AU ÁU = hê ki XVI 


2235 67890 


САС SO TRÊN MAY TÍNH - thế kí XX 


(1). Hệ đấm theo tị tr: hệ đêm mà trong đó vị trí cua mỗi chữ số quyét định giá 
trị cua nó. Ví dw trong hệ thập phân (hệ dëm cơ xố 10), chữ số 3 của số 375 không 
phải có gii trị bàng 3 mà là 300 и nó đứng ở vj trí hang tram. 


Sumer cû". Thay vì dùng 60 biểu tượng để viết các chữ số từ O 
đến 59, họ dùng kí hiệu Y cho số 1 và < cho số 10. Ho có thể 
biểu diễn các tính toán số phức tạp với các kí hiệu này, nhưng 
vẫn chưa có kí hiệu nào cho số 0 được đưa ra. 


Để chỉ số 0, một khoảng trống được dé lại ở trong con số. 
Khoảng năm 300 tr.C.N, một kí hiệu cho số O đã xuất hiện: 
4 hoặc & và hệ đếm cơ số 60 từ đó phát triển rất manh mẽ. 
Trong những năm đầu sau Công nguyên (s€.N), người Hy Lạp 
và người Án Độ bát đầu sử dụng hệ đếm cơ số 10, nhưng họ 
không có kí hiệu vị trí Но dùng mười chữ cái đầu tiên trong 
bảng chữ cái của minh để đếm. Sau đó, khoảng năm 500 С.М, 
môt người Ấn Độ đã phát minh ra kí hiệu vi trí cho hệ cơ số 10. 
Ông bỏ các chữ cái dùng để kí hiệu các số lớn hơn 9 và chuẩn 
hóa chín kí hiệu đầu tiên. Khoảng năm 825 «C.N, nhà toán học 
ngudi Á- -rập Al-Khowavizmi dà viết một cuốn sách ca ngợi các 
số Ấn Dê, Hệ đếm cơ số 10 đến Tây Вап Nha vào khoảng thế 
ki XI khi các số Ghobar hình thành. Nhưng châu Âu vẫn hoài 
nghi và chậm thay đổi. Các học giả và các nhà khoa học miễn 
cưỡng sử dung hệ cơ só IO bởi không có cách nào đơn gián hơn 
để kí hiệu phân số. Hệ đếm này trở nên phổ biến rộng rãi khi 
các nhà buôn tiếp nhận nó vì tác dụng vô giá của nó trong 
công việc tính toán và lưu giữ số sách. Sau đó, các phân số thập 
phân ra đời vào thế kỉ XVI và rồi dấu phẩy thập phân cũng 
được nhà toán học, vật lí và thiên văn học người Scotland John 
Napier đưa ra vào năm 1617. 


Một ngày nào đó, khi nhu cầu và các cách tính của chúng 
ta thay đổi, liệu së có hệ đếm mới nào xuất hiện và thay thế hệ 
thập phân mà chúng ta hiện đang dùng hay không? 

(1). Cac cv dân người Sumer đấu tiên đã dinh cu ở Lưng Hà vû xây dựng nën 


nến van minh tại đó vào khoảng năm 3500 т М cho dên thîf đại Babylon 
(3024 - 1595 rCẦN) 







Bất kì bạn nào đã từng 
học qua đại số hay hình học 
hàn đều đã nghe nói đến 
dinh lí Pythagoras. Dinh lí nổi tiếng này được sử dụng trong rất 
nhiều chuyên ngành của toán học, trong xây dựng, kiến trúc 
và trong đo đạc. Thời xưa, người Ai Cập cổ đại đã biet áp dụng 
kiến thức của họ vé định lí Pythagoras để dựng góc vuông. Họ 
thất nút để đánh dấu ba đoạn dày có độ dài tương ứng là 3, 4 
và 5 đơn vị. Sau đó, họ căng ba đoạn dày này sao cho chúng 
tạo thành một tam giác. Họ biết rằng tam giác nhận được sẽ 
luôn có một góc vuông đối diện với canh dài nhất (3ˆ + 4 = 52). 


Định lí Pythagơras 

Trong tam giác vuông, binh phutmg 
độ dài canh hên ham bang tổng binh 
phưưng độ dài hai cạnh góc vuông. 

Định lí Pythagoras đảo 

Меи tổng bmh рате độ dài hai 
cạnh cua một tam giác bằng bình 
phng độ dài cạnh thứ ba thi tam 


giác do là tam giác vuông. 





Mặc dù định lí này được gọi theo tên nhà toán học Hy 
Lạp cổ dai Pythagoras (khoảng năm 540 tr.C.N) nhưng những 
đấu vết lịch sử lại cho thấy nó thuộc vé người Babylon thời 
Vua Hammurabi, trước thời của Pythagoras khoảng 1000 năm. 
Có lẽ nó được đặt theo tên của Pythagoras bởi những chứng 
minh định lí được ghi lại đầu tiên do những môn dê của trường 
phái ông thực hiện. Sự hiện diện của dinh lí Pythagoras và các 
chứng minh của nó có ở khắp các châu lục, các nën văn hóa 
và xuyên suốt nhiều thế kỉ. Trên thực tế, có lê đây là định lí có 
nhiều cách chứng minh hơn bất kì một định lí nào khác. 







= 
24 u . Ao giác va 

gay nay, con ngudi á ^ z z h 
vån đang tiếp tục tìm o họa may tin 
hiểu những ứng dụng đa 
dạng của máy vi tính trong nhiều lĩnh vực khác nhau. Dó họa 
cũng là một trong số đó. Hình ảo giác bên dưới là ảnh biểu 
dién trên máy tính của cầu thang Schroder. Nó thuộc loại ảo giác 
đao động. Trí não của chúng ta bị ảnh hưởng bởi những kinh 
nghiệm trong quá khứ và các gợi ý thu nhận được. Đầu tiên, 
trí não nhìn thấy một vật theo cách này, rồi một thời gian nào 
đó trôi qua, nó sẽ thay đổi và nhìn vật theo cách khác. Thời 
gian để não thay đổi cách nhìn phụ thuộc vào sự tập trung của 
chúng ta hoặc thời gian chúng ta trở nên chắn khi nhìn vào vật 
đó. Trong hình ảo giác của Schroder, sau môt lúc trông chiếc 
cầu thang như bị lật từ trên xuống. 


















Đường xiclôit, 
nàng Helen 
cua hình học 


Duong xiclóit là một trong 
những đường cong hấp dân 
cua toàn hoc. Nó được định 
nghĩa là đường cong phẳng 


^» ! | l: < - - 
duc ve та DOA mor diem CŨ dinh пат tren vong tron khi vong tron 


làn không trår trên một duimg thẳng có dinh. 


s 





Mot trong những vhi chép đầu tiên về đường xiclôit xuất 
: | 


hiện trong một cuốn sách của Charles Bouvelles xuất ban năm 
1501. Nhưng đến tận thé kỉ XVII, nhiều nhà toán học lỗi lạc 
nhu Galileo, Pascal, Torricelli, Descartes, Fermat, Wren, Wallis, 
Huygens, lohann Bernoulli, Leibniz, Newton mới để ý tim hiểu 
các tính chất của nó. Thé ki XVII là thế ki của những quan tâm 
về toán học trong cơ học và chuyển động, điều đó có thể lí giải 
cho sự chú ý đến đường xiclôit Cùng với rất nhiều khám phá 
về đường xiclôit trong thời kì này là những cuộc tranh cãi về 
việc ai là người đầu tiền tìm ra nó và những lời buộc tội về việc 
đánh cắp ý tưởng, những đánh giá không tốt về kết quả của 


người khác. Chinh vi vậy mà đường xiclóit còn được gọi bằng cái 


tên gud táo bát hóa? hay nàng Helen cua hình học"), Một số tinh 
chất của đường xiclóit được khám phá trong suốt thế ki XVII là: 


I) Chiêu dài của nó рар bón lần dufmg kính của vong 
tròn lăn. Thật thứ tị khi chiếu dài của đường xiclóit là 
một số hữu tỉ không phụ thuộc vào số л. 


2) Diện tích cua từng dưới đường xidûit gấp ba lan 
điện tích của vòng tròn lăn. 


3) Diëm có dinh trên đường tròn vë nén đường xiclóit 
có tận tóc di chưyển khác nhau, trên thực tế tại điểm Ps 
nó thậm chí đứng yên (tức là có vận tốc bằng O). 

4) Khi các viên bi di thả từ các vị trí khác nhau 
trên một bo thành hình xiclóit thì chứng т xuống đến 
chán thành cung một lúc với nhau 





Mỗi đường tròn trong hình trên biểu diễn vị trí của vòng tròn làn sau mỗi một 
phan tu vòng quay của nó, Chú ý rằng chiều dài của đường xiclôit khi quay 
đá một phán tự vòng từ điểm P, đến điểm Р, ngán hơn nhiều so với rit điểm 
P. đến điểm Р, Vi vậy, điểm vẽ nèn đường xiclóit phải tăng tốc từ Р. đến Р, do 
nở phải di xa hơn trong cùng một thời gian. Điểm đứng yên khi по đổi hưởng 
chuyển động. 


(D. Am chỉ dmg xiclótt chính lá nacen nhàn gay nên những hát hòa, tranh cai 


(2) Helen la một nhân våt tremg thân thoại Hy Lap, nang là nguyên nhân gay 
nén cước chiến thành Troy nói nêng. 


Có rất nhiều nghịch lí gắn hiển với đường xiclóit, trong đó 
nghịch lí tàu hỏa đặc biệt rất hấp dẫn: 


Tại moi thời điểm, một tàu hòa dang chạy không bao 
gi! chuyển động theo hmg mà động cơ kéo nó di 
Luân có phán nào dó của tàu chuya) động по 
hung tới tàu đó. 


Nghịch lí này có thể được giải thích bằng cách sử dụng 
đường xiclôit. C đây đường cong được hình thành có tên gọi là 
đường xidóit co — đường cong phẳng được vẽ ra bởi một điểm 
có định nằm ngoài bánh xe làn. Hinh bèn dưới cho thấy một 
phần bánh tàu hỏa chuyển động về phía sau trong khi đoàn tàu 
đi chuyển về phía trước. 










Biến tam giác 
thành hình 


vuông 





Nhà toán học người Đức 
David Hilbert (1862 - 1943) là 
nưười đầu tiên chứng minh 
rằng bat kì một da giác nào 
cũng đều có thể biến thành một đa giác khác có cùng diện tích 


bằng cách cắt nhỏ nó thành một số hữu hạn các mình nhỏ. 


Đình lí này được mình họa bằng một trong các câu dó của 
nhà đế vui nổi tiếng người Anh Henry Ernest Dudeney (1847 - 
1930). Dudeney biến một tam giác đều thành một hình vuông 


bằng cách chia nó thành bến phần nhỏ. 
[Mới dày là bón phần nhỏ dó. Bạn hãy thử ghép chúng lại 


với nhau! Đầu tiền thành hình tam giác đều và sau đó là thành 


hình vung, 


Xem hướng dẫn ở phan Lời giải và đáp án, 


mục Biên tam giác thành hình vuông. 














Quy đạo và đường đi là những 
khái niệm có thể biểu diễn dễ 
đàng bằng toán học dưới dạng các 
phương trình và dê thị. Nghiên cứu dê thị đôi khi có thể giúp 
ta thấy rõ các chu trình và chu kì đường đi. Trường hợp sao chối 
Halley cũng vậy. 


ЧЛ о «svyevgwvvwgygev w 
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Sao chổi Halley đực thêu trên thẳm thêu Bayeaux 


Cho đến tận thế kỉ XVI, sao chổi vẫn là hiện tượng thiên 
văn chưa giải thích được. Aristotle và các nhà triết học Hy 
Lạp khác tin rằng chúng là những hình ảnh được tạo ra trong 
bầu khí quyển của Trái Đất. Năm 1577, ý kiến này đã bị nhà 
thiên văn học người Đan Mạch nổi tiếng Tycho de Brahe bác 
bỏ. Từ dài quan sắt của mình trên đảo Hven ở Dan Mạch, 
ông đã đưa ra những quan sát chính xác vé sao chổi năm 1577. 
Các đo đạc của ông cho thấy khoảng cách từ Trái Đất đến sao 
chổi phải lớn gấp ít nhất sáu lần khoảng cách từ Trái Đất tới 
Mặt Trăng, từ đó phủ nhận ý kiến cho rằng chúng được tạo 
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ra trong bầu khí quyển của Trái Pat, Tuy thế, hơn 100 năm 
sau khám phá của ông, người ta vẫn tin rang sao chổi không 
tuân theo các quy luật trong Hệ Mặt Trời của Copernicus 
và Kepler. Ngay cà Johannes Kepler cũng tin rằng đường đi của 
các sao chổi là đường thẳng. Vào nam 1704, Edmund Halley đã 
nghiên cứu quỹ đạo của nhiều sao chối khác nhau từ những dü 
liệu mà ông thu thập được về chúng. Một trong số những ghi 
chép dày đủ nhất là về sao chết xuất hiện năm 1682. Ông nhận 
ra rằng quỹ đạo của nó di qua cùng một vùng trời với những sao 
chối xuất hiền năm 1607. 1531, 1456, từ đó ông kết luận chúng 
chỉ là một sao chổi quav quanh Mặt Trời theo quỹ đạo hình 
elip với chu kì khoảng 75 hay 76 năm. Halley đã dự đoán thành 
công sự trở lại của sao chối này vào năm 1758, từ đó nó được 
nhắc đến với tên gọi sao chối Halley. Những nghiên cứu gần 
dày dua ra ý kiến sao chối Halley có thể đã được người Trung 
Quóc phi lại từ những năm 240 tiCN. 


Mỗi lần xuất hiện, đuôi sao chối Halley lại mờ dàn, hình 
ảnh này được thấy rõ nhất trone lần xuất hiện gần đây nhất 
củi nó vào năm 1985 - 1986. 


A 


Người ta tin rằng các sao chối được tao thành từ các hành 
tỉnh băng có kích thước nhỏ quay xung quanh Mat Trời trong 
một vùng cầu tâm là Mặt Trời, bán kính khoảng 1 đến 2 năm 
ánh sáng. Các hành ninh băng nhỏ này có thành phần gồm 
bàng, các hạt kim loại và silicat. Ngoai Hệ Mặt Trời, ở nhiệt 
độ đóng băng, các hành tỉnh này quay xung quanh Mặt Trời 
với vận tốc 48km/phüt, vì thế chúng phải mất 3Ô triệu năm 
dé quay trọn một vòng quanh Mat Trời. Đôi khi lực hấp dẫn 
của các ngôi sao bên cạnh làm các hành tỉnh băng quay chàm 
lại và rơi gần vẻ phía Mặt Trời, do đó quy đạo của nó thay đổi 
thành hình elip. Khi hành rính băng đã bar đầu chuyển động 
theo quỹ đạo elip quanh Мас Trời, một phần băng của nó hóa 
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khí. Chính điều này tao nën đuôi sao chối, đuôi này luôn hướng 
ngược phía Маг Trời do bị gió Mặt Trời thổi bay. Đuôi sao 
chối được hình thành từ khí và các hạt nhỏ, chúng được chiếu 
sáng bài Mặt Trời. Sao chối sẽ luôn quay trên một quỹ đạo elip 
khong đổi quanh Mat Trời nếu không có sự ảnh hưởng bởi lực 
hấp dẫn của Sao Mộc và Sao Thổ. Mỗi vòng quay lại đưa sao 
chối lại gan Мас Trời hơn, làm nó tan cháy nhiều băng hơn 
và đuôi sao chối lại đài thêm ra. Chiếc đuôi làm kích thước sao 
chòi khi xuất hiện trên bầu сё lớn hơn nhiều so với thực tế 
(một sao chối có đường kính trung bình khoáng IOkm). Trong 
đuôi sao chói có các sao bằng (vốn di thuộc lớp băng cúa sao 
chổi khi sao chối còn nguyên ven). Chúng là những mảnh vụn 
còn lại trèn quy đạo sau khi sao chổi dà сап rà. Khi quỹ đạo 
của sao chối gập quỹ đạo của Trái Đất, chúng sẽ tạo nên một 
cun mua sao băng. 










Tam giác - кырен 

^ ^ at nhieu thiết K€ va 
khó ng thé hinh minh hoa dà trở nén 
quen thuộc và thường được 
cho là hiển nhiên. Trong tạp chí British Journal of Psychology '", 


tháng 2 năm 1958, Roger Penrose đã cho in hình tam giác 








không thể của mình. Ong gọi nó là một cấu trúc hình chữ nhật 
ba chiều. 


Ba góc vuông của cấu trúc 
này trông không có gì mâu 
thuẫn, nhưng thực rế thì không 
thể có một cấu trúc như vậy. 
Ba góc vuông dường như tạo 
thành một tam giác, nhưng 
tam giác là một hình phẳng 
(không phải là ba chiều) và 
tổng các góc của nó phải là 


180° chứ không phải 270°. 





Gần đây hơn, Penrose đã khởi xướng 
líthuyết vé các phần tử dây xoắn. Mặc dù 
Phần tit dày xoắn các phần tử dây xoắn không nhìn thấy 
được, nhưng ông tin rằng không gian và 

thời gian đan vào nhau là nhờ sự tương tác của các dây xoắn này. 





Bạn có thể tìm ra vì sao ảnh ảo giác 
Hyzcr dưới đây cũng là một điều 
không thể trong toán học không? 





Ảnh ảo giác Hyzer 


(l). Tap chí của Anh vé linh «wc tâm lí hx. 






Рё ché Inca xưa thống trị khắp các 
vùng đất bao quanh Cuzco), hầu hết 
phần còn lại của Peru và một số vùng thuộc Ecuador và Chile 
ngày nay. Мас dù người Inca không có ngôn ngữ viết và hệ 
thống kỉ hiệu toàn dưới dang viết, họ vẫn có cách để quản lí 
vương quốc mình (với chiều dài hơn 3000km) bằng cách sử dụng 
các quipu. Quipu là những sợi dây được thắt nút tương tự như 
hệ đểm theo vị trí cơ số 10. Nút ở vị trí cách xa sợi dây chính 
nhiều nhất biểu diễn số một, nút kế đó biểu diễn số mười,.. 
Nhánh day không có nút biểu diễn số không. Kích cỡ, màu 
sắc và hình dáng nút ghi lại thông tin vé vụ mùa, thuế, dân 
số và những đữ liệu khác. Ví dụ: sợi dây màu vàng tượng trưng 
cho vàng hoặc cây ngô; hoặc trên quipu dân số, những sợi dây 
đầu tiên thể hiện thông rin về dàn ông, những sợi thứ hai là về 





Hình minh hoa vé quipu của nguti Peru này di&& một người Anh-điêng à Peru 
tên là D. Felipe Poma de Ayala vẽ vào khoảng giữa rit năm 1583 đến 1613. Góc 
bèn trái phía duci là một bàn tinh sử dụng hạt ngõ để hiểu diễn các phép trinh, 
sau đó đực dịch sang tính toàn bằng quipu. 


(1) Một thành phả ở động nam Рети, la thù dó của Dé ché Inca xua 
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dàn Bà, con những sợi thứ ba là về trẻ em, Các vũ khí như giáo, 
mũi tên hay cung rên cũng được biểu diễn tương tự như vậy. 


Cóng việc tính toán, sò sách trên toàn Vương quốc Inca 
được thực hiện bởi một tàng lớp những “nhà quipu”, họ truyền 
các kĩ thuật sử dụng quipu lại cho con trai của minh. Ở mỗi 
cấp độ chính quyền lại có những nhà quipu chuyên trách từng 
lĩnh vực riêng biệt. 


Trong hoàn cảnh không có chữ viết, qupu có vai trò như 
một phương tiện ghi chép lịch sử, những quipu lịch sử được 
các armantus (nhà rhóng thái) dùng dé ghi chép thông tin và 
truyền lai cho thế hệ sau. Họ sử dụng chúng như những gợi nhớ 
về câu chuyện mà họ đã nghe kể trước đây. 


Cứ nhu vậy, những máy tính nguyên thủy quipu đã khắc 
trong trí nhớ của người dàn Inca những thông tin giúp gắn kết 
toàn bộ vương quốc này lại với nhau, 


Con đường Hoàng gia Inca?" trái dài 5600km từ Ecuador tới 
tàn Chile. Tất cà thèng un về mọi thứ diên ra trên Vương quốc 
Inca được truyền di theo con đường này nhờ những chasquis 
(những người chạy truyền tin), mỗi người phu trách một quãng 
đường dài 2km. Ho quen thuộc từng (ас đất trên quãng đường 
của mình tới nỗi có thé chạy với tốc độ cao nhất cả ngày lẫn 
dem. Họ sẽ truyền đạt lại thèng tin cho người kế tiếp cho đến 
khi thông tin tới được nơi cần đến. Sự phục vụ của họ, kết hợp 
với việc sử dune quipu, đã giúp cho Hoàng dé Inca luôn cập 
nhật được thông tin về sự chay đổi dàn số, công cụ lao động, 
mùa màng, nghề nghiệp, những ám mưu nổi loạn và tất cá 
những thông tin quan trọng khác. Các tháng tin liền tục truyền 


di 24 put mỗi ngày, do vậy luôn rất chính xác và kịp thời. 


(1) Тот đường chính nói các thành phá cưa Đế ché Incu et nhau 










Dựng chữ cái, 
kĩ thuật in ấn 
và toán học 


Kiến trúc, ki thuật, nghệ 
thuật trang trí và in ấn là 


một vài lĩnh vực trong đó 





có ứng dụng các nguyên lí 
hình học. Họa sĩ thời Phục hưng người Đức nổi tiếng Albrecht 
Dürer sinh năm 1471, mất năm 1528. Trong suốt cuộc đời, ông đã 
kết hợp những hiểu biết về hình học và tài năng nghệ thuật 
của minh để tạo nên rất nhiều hình thức và phương pháp nghệ 
thuật. Ông hệ thống hóa việc xây dựng các chữ cái La Mã, điều 
rất cần thiết cho tính chính xác và thống nhất của các chữ cái 
lớn trên các tòa nhà hay bia mộ. Những hình vë của Dürer 
ở bên dưới cho thấy ứng dụng của dyng hình hình học trong 
nghệ thuật viết chữ cài La Mã. 





ở! À í 


INI 


bs 





Ngay nay, các nhà khoa hoc máy tính dà düng toán hoc 
để thiết kế các phán mém tạo ra những bàn in và hinh ảnh 
có chất lượng cao. Một ví dụ điển hình là ngôn ngữ lập trình 
POSTSCRIPT phát triển bởi Công ry phần mềm Adobe System 
tại thành phố Palo Alto, California, Mỹ, được dùng cho các máy 
in laser. 











Bài toán Lúa mi 
ра bàn cờ 





Cần bao nhiêu hạt 

lúa mì để đặt lên bàn 

cờ nếu chúng được xếp 

theo cách sau đây? 

Xếp một hạt lua mi vào û vuông dau tiền, hai hạt vào û thứ hai, 

Мт hat vào ó thứ ba, tám hạt vào û thứ tự và cứ nhu vậy ở ó tiếh 
theo ta xê| số hạt lua mi gấp đôi xố hat trong û ngay (тийс nó. 


ñ 





Xem câu trà lời ở phần Lời giải và đáp án 
mục Bài toán Lúa mì và bàn cờ. 









Xác suát 
và só 7t 


Các nhà toán học và khoa học 


van luôn bi số z hấp dẫn, nhưng nó 





đã có thêm cả một lượng lớn người 
hàm mộ khi đánh bại chiếc máy tính ma quỷ trong một tập 
của bộ phim truyền hinh Star Trek (Hành trình đến các tì sao). 
Số z đóng những vai trò khác nhau: nó là t lệ của chu vi và 
đường kính đường tròn, nó cũng là một 50 siêu viêt (số không là 


nghiệm của bất kì phương trinh đại sô với hệ sô nguyên nào). 





3.1415 203338979323846 2643 


4081 846 1117481191841027 ... 


Da hàng nghìn năm nay, con người luôn có gắng tính toán 
nhiều hơn nữa các chữ số sau dấu phẩy thập phân của số л. 
Ching hạn nhu Archimedes đã tính giá trị z хар xi giữa 3 : và 
y N. bằng cách tàng số cạnh của da giác nội tiếp vòng tròn. 
Tn ng Bible (Kinh thánh Cı Lúc), quyển Book of Kings (Sách các 
vua) và Chronicles (Sử biên niên), giá tri của số л được dua ra là 3. 
Số хар xỉ cho z của các nhà toán học Аі Cập có đại là 316. Còn 


Ptolemy vào năm 150 s.C.N tính z хар xi bằng 31416. 


Về mặt lí thuyết, phương pháp xấp xi của Archimedes có 
thể kéo đài vô hạn, nhưng với phát minh về phép tính vi phân, 
tích phân, phương pháp của người Hy Lạp không được dùng 


đến nữa. Thay vào đó, các chuỗi, tich và liên phân só vô hạn 
hội tụ đã được sử dụng để хар xi số л. Ví dụ như 


m= 47 (L + GQ p IQ + | (4 7 T (GJ). 


Một trong những phương pháp gây tò mò nhất để tính số z 
là của nhà tự nhiên học người Pháp thế kỉ XVIII Count Buffon 
và Bài toán chiếc kim của ông. Trên một mặt phẳng, ta kë các 
đường thẳng song song cách đều nhau d đơn vị chiêu dài. Thả 
chiéc kim có độ dài nhỏ hơn d lên 
trên mặt phẳng đó. Nếu chiếc kim 
rơi lên trên đường kẻ thì lần thả 
đó được coi là thành công. Khám 
phá dày bat ngờ của Buffon là tỉ lệ 
số làn thả thành công so với không 
thành công là một biểu thức chứa 
số л. Nếu chiều dài kim bằng d đơn 
vị, xác suất thả thành công là En Só làn thả càng nhiều thi xấp 
xi cho số л càng chính xác. Năm 1901, nhà toán học người Y 
M. Lazzerini đã thả 3 408 làn và dua ra giá trị của số z là 3,1415929, 
chính xác đến sáu chữ số sau dấu phẩy. Nhưng việc Lazzerini 
có thực sự riến hành thí nghiệm của minh hay không vẫn bi 
Lee Badger" ở Đại học Weber, Ogden, bang Utah, Mỹ, đặt cầu 
hỏi nghi ngờ. Trong một phương pháp xác suất khác để tính số 
л vào năm 1904, R. Chartes đã tìm ra xác suất để hai số (được 
viết ngầu nhiên) nguyên tố cùng nhau là ©. 





Thật dáng ngạc nhiên khi chúng ta khám phá ra su da năng 
của số z trong nhiều lĩnh vực khác nhau nhu hình học, xác suất 
và các phép tính vi tích phân. 


(l). Xem False calcdatinı of л by experiment. (Những tinh wan Шис nghiệm su 
té số m) tác giá John Maddox. Tap chi NATURE, ngày | tháng 8 nam 1994, vĩ 


30 trang 323 







5 7 Động dat 
Duóng nhu con người ` А lô it 
có nhu cầu mô tả các hiện va cac одаг: 
tượng tự nhién bằng ngón 
ngữ của toán học. Có lẽ vì chúng ta luôn muốn tìm ra các 
phương pháp mà nhờ đó chúng ta phần nào kiểm soát được tự 
nhiền dù có thể chỉ qua dự đoán. Động đất là một hiện tượng 
tự nhiên như vậy. 
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Hi là “s keo hôm ga sas 


Biểu då địa chấn của một trận động đất 


Thoạt nhìn có vẻ như rất kì lạ khi liên hệ các lôgarit với 
động đất, nhưng phương pháp được sử dụng để đo cường độ của 
động đất đã chỉ ra mối liên hệ này. Độ đo richter được nhà 
địa chấn học người Mỹ Charles F. Richter phát minh năm 1935. 
Thang đo này do cường độ của trận động đất bằng cách mô tả 
lượng nàng lượng giải phóng ra ở tâm chấn. Thang đo richter 
tỉnh theo hàm lôga nên mỗi khi độ đo richter tăng lên | đơn vị 
thì biên độ của đường cong trên biểu đồ địa chấn lại tăng lén 
gấp 10 lần, trong khi đó năng lượng do động đất sinh ra tăng 
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khoảng 30 lần. Ví dụ: trận động đất có cường độ 5 độ richter 
sinh ra lượng nàng lượng gấp 30 lần so với trận động đất 4 độ 
richter. Vi thế, trận động đất 8 độ rìchter sẽ giải phóng ra một 
năng lượng gấp 30” hay 27 000 lần so với trận có cường độ 5 độ 
richter. 


Các số trong thang do richter di từ O đến 9, nhung vé mặt 
lí thuyết không có giới han phía trên nào cá. Một trận động 
đất có cường độ lớn hơn 45 để richter đã có thể gây ra thiệt 
hại, các trận động dût nghiêm trong có cường độ lớn hon 7. 
Ching hạn như trận động dût ở: Alaska! năm 1964 với cường 
độ 84 độ richter và ở San Francisco năm 1906 với cường độ 28 
độ richter. 


Ngày nay, các nhà khoa 
học chuyên nghiền cứu động 
đất đi sàu vào tìm hiểu lĩnh 
vực địa chấn học, một ngành 
khoa học dia vật lí. Các thiết 
bị cùng những phương pháp 
tinh vi, nhạy bền đang được 





tìm kiếm và phát mình nhằm 
xác định và dự báo động đất. Hình mô tả máy phì địa chân duck 


Một trong những thiết ы đầu biết đến sớm nhất này du làm ra ở 

PEN К Trung Quốc vào thế kỉ IL sC.N từ một 
пеп va thường xuyên được sư bình rượu bằng đồng có đường kính 
dụng là máy phi địa chấn nó khoàng lâm) Tám con rêng ngậm 
š quả bóng bao quanh chiếc bình. Khi 
có động đất, một con rồng nào đo < 
dac và vẽ biểu đồ trần động làm rơi bóng của nó vào miệng con 
| | | cóc ở bên dưới. Thiết bị này sau đẻ 
khóa lại, vì thế chỉ cho ta biết hướng 
khác ở mặt đất. của động đất. 


có thể tự động kiểm tra, đo 


đất cùng những rung động 


(1) Bang rộng lon nhất của nước MS. 










Trần nhà parabol 
của tòa trụ sở 
(Quốc hội Mỹ 


Trong thể giới 
công nghệ cao của 


chúng ta ngày nay, 





thật thú vị khi biêt 
răng vào thế kỉ XIX, tòa nhà trụ sở Quốc hội Mỹ đã được thiết 
kế có thiết hi nghe rrộm riêng một cách ngẫu nhiên, mà lại 
không phải là thiết bị điện tử. Trụ sở Quốc hội Mỹ được Tiến 
sĩ William Thornton thiết kế vào năm 1792. Và nó bị quân đội 
Anh thiêu cháy năm 1814. Đến nam 1819, công trình này mới 


được xây dựng lại. 


Trán nhà của Ñauerxv Hall trrmg trụ st Chế hội M3 ngay nav. 


A 


Ở phía nam của Rotunda (đại sảnh có mái vòm) là Statuary 
Hall? (sảnh tượng). Sở di nó có tên goi như vậy là vì năm 1864, 
môi bang của nước Mỹ được dé nghị đóng góp tượng hai công 
dàn nói tiếng của bang đó để đặt trong phòng. Hạ nghị viện 


My họp tại Statuary Hall cho đến năm 1857. Chính trong căn 





(1). Một phim йл trmg tòa nha (Quốc hội Mš danh dé đạt nême những công 
dan My хий chia 
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phòng này, lohn Quincy Adams, khi còn là một nghị st Hạ viện 
đã khám phá ra hiện rượng truyền âm của nó. Ông phát niện ra 
ràng tại những điểm nào đó trong phòng, người ta có thể nghe 
thấy rõ ràng những cuộc hội thoại ở phía bên kia phòng, trong 
khi những người đứng giữa không thé nghe thấy gì và tiếng дп 
Jo họ gây ra cũng không ảnh hưởng gì đến âm thanh đến từ 
bên kia phang, Bàn làm việc của Adams có vị trí trùng với tiêu 
điểm của một trong những trần nhà phán xạ parabol. Vì thế, 
ông có thé dé dàng nghe trộm những cuộc nói chuyện nèng 
của các nghi si khác đứng gần tiêu điểm còn lặn. 


Các vật phan xạ parabol hoạt động theo cách sau: 


Am thanh đập vào vật phản xạ parabol thứ nhất (hoặc trong 
trường hop suy là wan nhà) tà bật lại song song di toi eir phán 
ха barabol thứ hai nim đốt điện ой vật phan xạ parabol thứ 
nhất, tui đó ám thanh пер cuc. phán. ха tớ tieu điểm của vát 
phan xạ parabel thứ hai. Và оду, tất са âm thanh xuất phát từ 
mét tiêu điểm 52 truyền đến tiểu điểm đối điện 





Viên báo tung Exțloratorium” tại San Francisco, California, 
cùng có các vật phản xạ àm parabol được trưng bày để phục 
vụ người dán. Chúng được đặt ở các phía đối diện спа một cần 
phóng lớn, các tiêu điểm của chúng được dánh dấu lại. Hai người 
có thể nói chuyện bình thường với nhau tại các riêu điểm này. 
Số lượng người cũng như mức độ ån trong phong đều không 


hé cần trở khá nàng nghe rõ tiếng của hai người với nhau. 











(1. Мит ban сатр khoa hac. nghệ thuật va trí thuc của bìa ng tar San Francisco, МУ 









Máy tính, 
sự dém 
và dòng điện 


Con người giao tiếp với 
máy tính điện tử bằng việc 
sử dụng một ngôn ngữ máy 
tính. Ngón ngữ máy tính 
đến lượt nó lại được dịch 
thành một hệ đếm cơ số nào đó để có thể điều khiển các xung 
điện cấp cho máy tính hoạt động. Hệ cơ số IO hoạt động rất tốt 
cho những tính toán bằng tay của chúng ta, nhưng cần dùng 
một hệ cơ số khác cho các máy tính điện tử. Nếu các bộ nhớ 
được tổ chức ở hệ cơ số 10, sẽ phải có mười rrang thái khác nhau 
cho mười số tạo nên hệ cơ số IO (O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9). Мас dù 
điều này là có thể với một hệ thống cơ học, nhưng lại là không 
thể với dong điện. Trong khi đó, hệ nhị phân (hệ cơ số 2) lại là 
một ứng cử viên hoàn hảo cho máy tính điện tử. Chỉ có hai số 
trong hệ nhị phân, đó là O và I. Các sê này có thể biểu dién dé 
đàng bởi dòng điện bằng một trong ba cách sau: 





(1) Bật hoặc tût dòng điện. 
(2) Từ hóa một cuộn dây theo hướng này Һау hướng пеш lại 
(3) Nạp điện hay không nap điện một voe. 


Trong cả ba trường hợp, một trạng thái được chọn ứng với 
số О, trạng thái còn lại ứng với số 1. 


Các máy tính không đếm theo cách mà con người dêm: 
một, hai, ba, bến, năm, sáu, bảy, tám, chín, mười, mười một, mười 
hai. Thay vào đó, chúng sẽ đếm một, mười, mười một, một 
tram, một tram lé môt, một trăm mười, môt trăm mười một,.. 


Như vậy, máy tính hoạt động bằng dòng điện. Các cơ chế 
của máy tính dùng dòng điện để dịch thành các kí hiệu mà 
chúng ta có thể hiểu được trên màn hình hiển thị. Khi dòng 
điện chạy qua những phần phức гар của một máy tính, nó vẫn 





có thể bát hoặc tất một phần. Bật và tắt là hai trạng thái duy 
nhất của dòng điện, đó chính là lí do vì sao chỉ có hai chữ số 0, 
l và hệ nhị phân là được sử dụng trong máy tính. 

r—c 


một, hai, ba, bón, năm, sáu, bày, tám.... 
1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000... 





HÉ CO SÓ MUOI và HÉ CO SÓ HAI 


Khi chưng ta viết số, ta dùng các chữ số 0,1, 2, 3 4, 5, 6 7, 8, 9. 
Chúng ta gọi dày là hệ cơ số 10 tì có mutî chữ số dui sử dung 
để biểu điền bût kì số nào khác. Vi trí của mỗi chữ số trong một 
só biểu điển cho chữ sû dó nhân với một liy thừa cơ số 10. Khi 
chung ta viết các số, giá trị сца тїбї chữ số phụ thuộc vào tị trí 
của nó trong số đó, tí dụ: 

5374 không có nghĩa là 5 + 3 + 7 + 4, mà là 

5 nghin + 3 trăm + 7 chục + 4 dm vị 


Mỗi tị trí trong số là một lay thua cơ số mui: 
Nghin = 1000 = 10 x 10 x 10 = IQ? 

Träm = KO = Ю x Ю = К 

Chür = 10s КУ 

Don vị = 1 = [Р 


Các máy tinh viêt số chỉ với hai chữ só O và L Hệ đêm của ching 
gọi là hệ cơ số 2, bà chí có hai chữ số dux: dùng dé biểu diễn 
các số và moi tị trí trong mot số là một lay thừa cơ số hai. Vi tri 
đâu tiền là của |, sau đó là tị trí của 2, tiếp theo là tị trí của 

2 x 2 =-4 rũ của 2x 2 x 2 = 8... 


2x2x2=8lin 2x 2 lân 1 lần 
2ì 2! 2° 

nhu vậy số ПО] së hàng 

1х8+1х4+0х2+1х1= B trong hệ ca số Ю. 









Tó-pó, một trò 
chơi toán học 





Tô-pê là một trò chơi 
với rất nhiều chiến thuật 
biến đổi. Bao nhiêu người 
chơi cũng được. Khi bạn mới tập chơi, hãy bắt đầu với hai người 
chơi. Trò chơi này góm có ba phần: 


L Ve các ó để chai. 
11. Din sû vào một số hoặc tất са сас ô. 
lll. An cac ô. 


L Mỗi người chơi lần lượt vẽ một ô liền sát ó người kia 
vừa vë theo cách bất kì. Môi người vë mười ó, nhu 
minh họa ở hình A. 


l. Mỗi người chơi dùng bút màu khác nhau và làn lượt 
điền số vào một ó nào đó cho đến khi mỗi người dién 
được các à với tổng các số trong đó là IOO. Nếu người 
chơi điền ngay số 100 vào một ó nào đó, thì người đó 
sẽ chỉ có một ö đó là của mình. 


Ш. Mục tiêu của trò chơi: Khi kết thúc, người chơi có số 
à của riêng mình nhiều hơn sẽ chiến thắng. Chú ý 
rằng giá trị các số trong ó không ảnh hưởng đến kết 
quả trò chơi. 


(Xách cha: Một ó của người này bị ăn khi một hoặc nhiều ô 
của người kia nằm sát bên cạnh nó có tổng các số lớn hơn số 
trong ô đó. 


Khi một ô bị ăn, nó bị loại khỏi cuộc chơi và được đánh dấu 
cho người đã ăn nó. 


Mỗi người làn lượt ăn một û của người khác cho đến khi 
không còn Ó nào ăn được nữa. 


nhiều 


chiến thuật khác nhau trong 


thể rất hấp dẫn. Càng chơi 


nhiều 


¡ biến 


Tô-pô có một và 


phá ra 


sẽ càng khám 













Day só 
Fibonacci 






Fibonacci", một trong những 
nhà toán học hàng đầu thời 
Trung cổ đã có những đóng góp 
to lớn trong số học, đại số và hình học. Tên khai sinh của ông 
là Leonardo da Pisa (1175 - 125%), con trai của một viên chức hải 
quan người Y làm việc tại Bugia (Bougie ngày nay), Bắc Phi. 
Công v ес khiến cha ông phải đi đến nhiều thành phố phương 
Dong và А rập khác nhau. Chính ở những v üng này, Fibonacci 
đã làm quen với hệ thập phân Ấn Độ - À rập, hệ số có giá 
trị hàng của chữ số và sử dụng kí hiệu cho số 0. Vào thời gian 
này, các số La Mã vẫn đang được dùng để tính toán tại nước ү, 
Fibonacci nhận thấy được giá trị và vẻ đẹp của các số Ấn Độ 

À rap, do đó ông ủng hộ manh mẽ việc sử dung chúng. Năm 
1202, ông viết cuốn Liber Abaci (Sách tính toán), một cuốn sách 
hướng dàn rất đầy đủ và roàn điện, trong đó giải thích cách sử 
dung các số Ấn Dó A гар; cách cộng, trừ, nhân và chia với 
những số này; cách giải các bài roán và những thảo luận xa hơn 
nữa vë đại số và hình học. Các nhà buôn Y bấy giờ miễn cưỡng 
thay đổi cách thức tính cũ của mình, nhưng thông qua những 
tiếp xúc thường xuyên của họ với À rap và các tác phẩm của 
Fibonacci cùng các nhà toán học khác, he kí số Ấn Độ - À rap 
đã được giới thiệu và dẫn dần chấp nhận ở Ср Âu. 





Có vẻ như xa trớ trêu khi Fibonacci nổi tiếng | ở thời đại 
ngày nay không phải nhờ những đóng góp to lớn của ông cho 
toán học mà là nhờ một dày số vốn là kết quả của một bài toán 
rất ít người biết đến trong cuốn Liber Abaci của ông. Thời điểm 
Ông viết bài toán này, nó được coi như là một bài tập trí tuệ 
thông thường. Sau đó, vào thế kỉ XIX, khi nhà toán học người 


(|), Fixmarci cñ nghĩa là "com trai сца Втшщхтї` 


Pháp Edouard Lucas biên tập một bộ sách bốn tập về toán học 
giải trí, ông gắn tên Fibonacci cho dày số kết quả của bài toán này 
trong cuốn Liber Abaci Bài toán sinh ra dày Fibonacci như sau: 


1) Già sử một cặp thỏ một tháng tuổi (gồm một con đực và 
mót con cái) còn quá nhỏ nên chua thể sinh san được, nhưng 
khi được hai tháng, chúng đã đủ lón để sinh con. Giả thiết 
thêm ràng bắt đầu rit tháng thứ hai, chúng sinh một cặp thỏ 
con (gồm một thỏ đực và một thỏ cái). 


2) Nếu mỗi cặp thỏ đều sinh sẵn theo cách như trên thì sẽ 
có bao nhiêu cap thỏ vào mỗi đầu tháng? 
€ = cặp thỏ đủ lớn để sinh con 
CO = cặp thỏ còn nhỏ chưa sinh sản được 
ҳо lung cap thỏ 
I = FI = số Fibonacci thứ 1 
I = F2 = số Fibonacci thứ 2 D 
2 = F3 = số Fibonacci thứ 3 D C, 
3= F4 = số Fibonacci thứ 4 G S E E 


5 = F5 = số Fibonacci thứ 5 


Mỗi phan tử của dãy Fibonacci là tổng của hai phần tử ngay 
trước nó và được biểu diễn bói công thức: Fn = Fn-1 + Fn-2 

Fibonacci đã không nghiên cứu dãy số kết quả này vào thời 
đó và cũng không có một ý nghĩa quan trọng nào của nó được 
đưa ra cho đến thế ki XIX, khi các nhà toán học bắt đầu chú ý 
đến dày số, các tính chất và linh vực mà nó xuất hiện. 

Das Fibonacci hiện điện ở 

L Tam giác Pascal, công thuc nhi thức tà xác suất. 

Il. Tí lệ vàng và hình chữ nhật vang. 

HI. Tw nhiên và thực tật. 

IV. Cac meo toán học thú tị 

V. Các dóng nhất thức trong toán học. 
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Bién dang 
cua dinh lí 
Pythagoras 


Pappus là nhà toán hoc 
Hy Lạp sóng ở Alexandria 
vao khoáng nhüng nàm 300 
t C.N. Ông đã chúng minh 
mót biển dang lí thú của định lí Pythagoras. Thay vi làm việc 
với các hình vung rrên hai cạnh bên và cạnh huyền, định lí 
của ông áp dụng cho hát kì hình bình hành nào dựng trên hai 
cạnh móc vuông và cạnh huyền của một tam giác vuông cho sẵn. 


P 





Q 


Sử dụng một tam giác vuông bất kì và tiến hành theo các 
hước sau đây: 


D Dựng hai hình bình hành bất kì trên hai cạnh bền của 
tam giác vuông đã cho. 

2) Kéo đài các cạnh của hai hinh bình hành cho đến khi 
chúng gặp nhau tại điểm P. 

3 Về tia PA sao cho tia PA cắt đoạn BC tai điểm R. Trên tia 
DA lấy điểm Q sao cho R năm giữa А, Q và [RO] = [PAI 

4 Dumy hình bình hành trên cạnh huyền BC sao cho nó 
có hai canh đốt song song và bằng КО 





Kết luận của Pappus: Din tịch của hmh binh hanh dựng trên 


cạnh huyện bằng tổng điện tich cua hai hình bmh hành còn lai 










Bộ vòng ba, 
một mô hình tô-pô 


Diéu gi se хау 
ra nëu ta bó di 


một chiếc vòng! 





Co phải hai vòng nao cung nói với nhau hay không? 


Có phai cà ba vong cung nói tới пло 







Leonardo da Vinci đã 
nghiền cứu rất nhiều vé 
các tỉ lệ trên cơ thể con 
người. Hình vẽ của ông dưới đây đã được ннан Cứu ti mi trước 
khi dem trung bày để minh hoa cho các ứng dung tỉ lệ vàng." 
Đây là một trong những hình vẽ mà ông minh họa cho cuốn 
sách De Divina. Proportione (Về nhimg tỉ lệ than thánh) xuất bản 


năm 1509 của nhà toán học Luca Pacioli. 


Ал. el... lau Lo cL ln. DUM | А 
гас. 4 LS IL Su 2——- 
" ү е 


TC Me 





(l), Thuit ngữ ti lo vang con didt nhac đến wat ki ti s) tang, St сап dai wing 
No ce y nghĩa e mặt hmh fuc khi ap dựng đối est một doạn hing nhu sav. 
Em В chia dian AC «w chi (| AC | / ABD — € AB | / | C: |J. Ca tri của 
H l; tung Jak Yeti din Т 1 + NS 


) 


= |n А (B ( 
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Ti lệ vàng cũng hiện diện trong tác phẩm chua hoàn thành 
St. Jerome (Thánh Jerome) của Leonardo da Vinci, tác phẩm được 
Ông vẽ vào năm 1483. Ca thể của Thánh Jerome vừa vặn một 
cách hoàn hảo tronp một hình chữ nhật vàng (được thêm vào 
trong bức tranh để minh họa). Người ta tin rằng đây không 
phải là sự tinh cà mà chính là Leonardo đã có tinh vẽ nên hinh 
dáng cơ thê Thánh theo ti lé vàng bởi ông luôn quan tâm sâu 
sắc và ứng dụng toán học vào trong các tác phẩm và ý tưởng 
của mình. Leonardo đã từng nói: ”...không có nhu câu nào của 
con 101—1 có thé gọi là khoa học trit khí nó theo duói con {їйїр của 


minh thông qua nhưng gidi thich và biểu điền toán học”. 





M {тти Leonardo la \ ги К Һати nami |4* 5 









Đường dây xích 
và đường cong 
parabol 


Một dày xích treo tự 
do tạo nên một đường 
cong, nó được gọi là 
đường dây xich”. Đường 


dày xích trêng giống nhu parabol, ngay cà Galileo ban đầu cũng 


tin nó là một parabol. 





Khi các vật nặng được gắn vào đường dây xích tại những 
điểm cách đều nhau, đường dây xích trở thành một đường 
parabol. Hiện tượng này giống như ở cầu cáp treo, chẳng hạn 
như ở cây cầu Cổng Vàng tại San Francisco. Trên cây cầu này, 
đường parabol được hình thành khi các tải trọng thẳng đứng 
được đặt vào đường cấp cong hình dây xích. 


Tại Viện Bảo tàng Exploratorium ở San Francisco cũng 
trưng bày một cổng vòm cong hình đây xích treo. 


(1) Рат minh của фта dây xích là: y = a cosi (2) trong đó trục x la 
^ € 
duime chuẩn 





= 
t5 
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âu dô qu 
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en 


luôn khi 


р van 
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ch nào dë ghép b‹ 


ca 


am 


An, đó là | 


ta gặp khó kh 
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én 


au dê 


Ca 
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ay màn với 


Chúc han m 


dày thành một hình chữ T. 
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p án, muc Câu đố chữ T. 


“ 


âu trả lời ở phần Lời giải và 


Xem câ 






Thales (640 546 tr.C.N) 
được biết đến như một tronp 
bảy nhà thông thai vĩ đại 
của Hy Lạp cổ đại. Được 
mệnh danh là cha dé cua lap luận suy điền, ông đã đưa những 
nghiên cứu hình học vào Hy Lạp. Ông là nhà toán học, một thầy 
giáo, nhà triết học, nhà thiên văn học, một thương nhân tài ba 
và là nhà hình học đầu tiên đã chứng minh được các lí thuyết 
của mình bằng kiểu chứng minh từng bước. Thales đã dự đoán 
chính xác hiện tượng nhật thực vào năm 585 rr.C.N và làm người 
Hy Lạp phải sửng sốt khi ông tính toán được chiều cao của kim 
tự tháp Kheops" nhờ bóng của nó và các tam giác đồng dạng. 


Thales và 
đại kim tự tháp 











Các bước tính toán: 

Hinh ve phia trên cho thấy bóng của kim tự tháp Kheops trên mat 
đất. Một thanh có chiêu dài dà biết, | DC |, dig: đặt vuông góc tới 
mặt đất tại dinh của bóng ram tại điểm C. Bóng của thanh có độ dài 
| СЕ |; | АЕ | là chiều dài l cạnh dûy của kim tự tháp. Вау giờ 
chiêu cao x của kim tự tháp có thể tinh. dễ dàng nhờ các tam giác 
đồng dạng: tam giác АВС vû tam giác СРЕ. 


S پوو‎ CS BI 
[CD| [СЕ | CE | 





(1) Оду là kim пе tháp cổ nhật vå lm nhất trong ba kim tıt tháp hiên con lại 
ở Cairo, Ar Сар. Nó la ki qum diay nhất trong Му ki quam của thể gi cổ đại 
còn lai dên ngày nay. 











Khách san 
Vó Han 





Một trong những tiêu 
chuẩn đối với thư kí làm 
việc ở khách sạn Vô Han là 
có kiến thức làm việc về vô hạn. Paul nộp đơn, trả lời phóng 
vấn và bắt đầu làm việc từ tối ngày hôm sau. Paul tự hỏi vì sao 
khách sạn lại đòi hỏi tất cả các thư kí phải biết về vô hạn, các 
tập hợp vô hạn và các số siêu hạn. Anh đoán rằng vì đó là một 
khách sạn có vô số phòng nên việc có phòng trống cho khách 
sẽ không có vấn dé gi. Sau đêm đầu tiên làm việc ở khách sạn, 
anh rất vui mừng vì mình biết thêm điều đó. 


Khi Paul đến thay phiên cho cô thư kí làm việc ban ngày, 
cô thông báo cho Paul biết hiện có vô số phòng đã có người ở. 
Khi cô thư kí rời di, một người khách mới bước vào đặt phòng. 
Paul cần quyết định xem sẽ xếp vị khách này vào phòng nào, 
Anh suy nghi giây lát, sau đó quyết định chuyển mỗi người 
hiện đang ở trong khách sạn tới căn phòng có số lớn hơn số 
phòng cũ 1 đơn vị, bằng cách đó Paul có thể giải phóng phòng 
số 1. Paul cảm thấy mãn nguyện với cách giải quyết của mình, 
nhưng ngay lúc đó, một xe buýt chở vô số khách hàng mới lại 
tới. Paul sẽ phải xếp phòng cho họ như thế nào đây? 


Fl [=> а ЕЕ 
Тр 


F ʻi ĐỀ 
Y tưởng vë một khách sạn vô hạn phóng dup nhà toán học Đức 


David Hilbert (1962 - 1943) nghi ra đầu tiên. 
Xem phan Lời giải và đáp án dé biết cách giải quyết của Paul. 
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Tinh thể - 
khói đa diện 
cúa tự nhiên 


Từ xa xưa, các khối đa 
điện đã xuất hiện trong các 
tài liệu toán học, nhưng 











nguồn gốc của chúng thậm 
chí còn từ trước đó nữa và có mối liên hệ với nguồn gốc của 
tự nhiên. Các tính thể hình thành trong hình dạng của các 
khếi đa diện. Ví dụ như tỉnh thể natri clorat có dạng khối lập 
phương và tứ diện, trong khi tinh thể phèn crom thì lại có dang 
khối bát diện. Hấp dán không kém là sự xuất hiện của tỉnh 
thể hình khối mười hai mặt và hai mươi mặt trong các cấu trúc 
vương của loài trùng tia = những động vật biển rất nhỏ. 


w 


Z 







Khối da điện là thể rắn có 
nhiều mặt là đa giác. Chúng 
được gọi là da diện dóu khi 
các mặt của chúng đều là các 
đa giác bằng nhau và các góc 
bằng nhau. Vì vậy, một đa 
điện đều có tất cả các mặt 


bằng nhau, tất cả các cạnh 





bằng nhau và tất cà các góc bằng nhau. Có vô vàn kiểu đa 
điện nhưng chỉ có пат loại đa điện đều với tên gọi là các khỏi 
Platim” Chúng được gọi theo tên của Plato, người đã tìm ra 
chúng một cách độc lập vào khoảng năm 400 tr.C.N. Sự tón tại 
của chúng đã được biết đến từ trước đó bởi những môn đồ của 
Pythagoras, người Ai Cập cũng đã sử dụng một vài khói Platon 


vào các công trình kiên trúc và những thiết kế khác của họ, 


Năm khói Platon 


Tứ diện 


Bát điện 


Lập phương 


Khối mười hai mặt Khối hai mươi mát 





(1) Xem muc Nam khối Platon (trang 112) 
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° 7 


Tam giác Pascal, 


^P 


dày só Fibonacci 
và cóng thüc 
nhi thúc 








Blaise Pascal (1623 
- 1662) là nhà toán 
hoc nói tiếng người 
Pháp, người dà có thể 
trở thành một trong 
sẽ những nhà toán học vĩ đại nếu không vì những niềm tin 
tôn giáo, sức khỏe kém và sự ngần ngại di sâu rim hiểu hết moi 
mặt của một vấn đề toán học. Cha của Ong, vì sí rằng con trai 
cünp sẽ đam mé toán học như minh" và mong muôn con phát 
triển học vấn toàn diện hơn, nën ngay từ đầu đã không khuyến 
khích Pascal học toán để cậu có thể phát triển những sở thích 
khác. Nhưng đến năm 12 tuổi, Pascal đã bộc lộ mình là một 
thiền tài về hình học đến nỗi sau đó thiên hướng toán học của 
cậu đã được cổ vũ. Pascal rất tài nàng, lúc mười sáu tuổi, Pascal 
đã viết một bài luận về các đường conic khiến nhiều nhà toán 
học ngạc nhiên súng sốt. Trong bài luận có một dinh lí sau đó 
được biết đến nhu là định lí Pascal, phát biểu nhu sau: Các canh 
dôi điện của một hinh luc giác nội пер trong hình nón giao nhau 
tui Ба điểm tháng hàng nhau. Năm Tà tuổi, Pascal phát minh ra 
chiếc máy tính đầu tiên. Vào thời điểm đó, sức khỏe của Pascal 
rất yếu và Pascal đã ché trước Chúa là sẽ rü bỏ nghiên cứu toán 
học. Nhung ba nàm sau, Pascal việt lạt những kết quả mà mình 
thu được vé tam giác Pascal và các тўла chât cda nó. Đêm ngày 
23 tháng 11 năm 1654, Pascal trái qua một biến động về mặt tón 
giáo, thúc giục ông cộng hiển cuộc đời cho thần học và từ bò 
cả toán học lẫn khoa học. Ngoại trừ một khoảng thời gian ngăn 
(giữa năm 1658 - 1659), thời gian còn lại Pascal không bao giờ 
nghiên cứu toán học nữa. 


(1. Etienne Pascal rất ми tuh toát học và thự tế dường ốc sên của Pascal là 
Jurk goi thao tên của опо ch không plui là сот trai ông. 
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Toán học có cách của nó để kết nói các ý tưởng bé ngoài 
có vẻ như chẳng có liên hệ gì với nhau. Cũng tương tự như vậy 
đối với tam giác Pascal, day số Fibonacci và công thức nhị thức 
Newton. Tam giác Pascal, dãy số Fibonacci và công thức nhị 
thức Newton bề ngoài có vẻ như không liên quan gì, nhưng tất 
cả chúng đều có liên hệ với nhau. Hình vẽ dưới dây thể hiện 
mối quan hệ của chúng. Tổng các số doc theo các đoạn thẳng 
chéo của tam giác Pascal sinh ra dày số Fibonacci. Mỗi hàng của 
tam giác Pascal đưa ra các hệ số của nhị thức (a + b) lũy thừa 
lên một số cụ thể nào đó. 


Ví dụ: 

(a + ЫЎ = 1 1 

(a + b) = la + Ib 1 1 

(a + b) = la? + 2ab + 1b? 1 2 1 

(a + b)! = Ia? + 3a?b + 3ab? + Ib! 1 3 3 1 
Tam giác Pascal Day Fibonacci 





(a + b =a" + т.а?! . b epe an b? +.. 
„нез: b'?-n.a.b't4 pn 


+ = 


Công thức nhị thức Newton 










Toán hoc 
trên bàn bi-a 


Ai có thể tin rằng kiến 
thức về toán lại có thể hữu 
ích cho người chơi bi-a? Giả 
sử có một bàn bi-a hình chữ nhật có các cạnh tỉ lệ nhau theo 
các số nguyên, ví dụ 7:5 chẳng hạn. Một quà bóng đánh từ một 
góc nào đó theo hướng 45° së đi đến một trong số các góc sau 
môt số làn va đập vào thành bàn. Số lần va đập trước khi tới 
góc cho bởi công thức: 


Dai + rộng — 2. 


ĐIỂM BẮT ĐẦU 


ĐIỂM KẾT THÚC 
sau 10 lần va дар 
Với bàn bi-a trên, số lần va đập là IQ. 
7+5 - 2 = 10 (tần va đập). 


Chu ý dang của tam giác vuông cân trong tiệc xác dinh дите di 
Cua qua bóng. 










Hinh hoc 
trong đường di 
cua electron 


Các hinh dạng hinh 
hoc khác nhau xuất hiện 
trong nhiều phương điện 
của thế giới vật lí Rất 
nhiều hình không thể nhìn thấy được bằng mắt thường. Trong 


đường đi của hạt electron cụ thể sau, sự hiện diện của hình ngũ 


giác déu là rất го ràng. 














ww Dai Móbius 
Các nhà hình học ` e A^ 
và chiéc 


binh Klein 


tó-pó đã tạo ra một só vật 
thể rất thú vị. Dài Möbius, 
do nhà toán học người Đức 


Augustus Móbius (1790 1868) tạo ra, là một vật thể như vậy. 





Hình vẽ trên minh họa một băng giấy được dán lại để 
thành một vòng. Một mặt giấy là ở phía trong vòng, còn mặt 
kia ở phía ngoài của vòng. Nếu một con nhện đang bó trên mặt 
ngoài của vong giấy thì cách duy nhất để nó có thể bò sang mặt 


trong là bò qua mép của vòng giấy. 





Con hình vë trên đây minh hoa dai Möbius, nó được tao ra 
từ một băng giấy đã xoắn lại nửa vòng trước khi dán lại. Bây 
tờ, vong giây ở dạng này đã không còn hai mặt nữa. Nó chỉ có 
một mặt. Nếu con nhện bắt đầu bò doc theo dài Möbius, nó có 
thể bó trên toàn bộ dài này mà không cần phải bò qua mép. 


Dé chứng minh điều này, bạn hãy cam một cây bút và vẽ một 


đường liên tục. Bạn sẽ đi qua toàn bộ dải giấy và trở về vị trí 
dat bût vẽ ban đầu. 


Bạn hãy khám phá thêm một tính chất lí thú nữa của dải 
Möbıus bằng cách cát nó theo đường nét đứt ở giữa nhé! 


Các Jai Möbius ở dây curoa của ô tô hay dây curoa cho các 
thiết bi cơ khí đặc biệt được quan гат trong công nghiệp bởi 
chúng mòn dèu hơn các dây curoa thông thường. 


Thú vị không kém dài Möhius là binh Klein. Felix Klein, 
một nhà toán học người Düc (1849 - 1925), đã tìm ra mô hình 
tó-pó của một chiếc bình đặc biệt chi có một mặt này. Bình 
Klein chỉ có mặt ngoài mà không có mặt trong. Nó ji xuyên 
qua chính nó. Nếu rót nước vào bình Klein, nước sẽ tràn ra 
ngoài tại đúng chó bạn rót nước vào. 





Có một mối liên hệ đặc biệt giữa dài Möbius và binh Klein. 
Рб là nếu cắt bình Klein thành hai nửa doc theo chiều dài của 


nó thì ta sẽ có hai dài Móbius. 









Cáu dó cúa 
Sam Lovd 






Câu dó này được nhà dó 
vui nổi tiếng Sam Loyd dua 
ra. Yêu cầu là phải tìm được 
đường để ra khỏi viên kim cương. Bạn bắt đầu đi từ tâm, ó có 
số 3. Số này chỉ dẫn là ở bước đầu tiên bạn phải di chuyển qua 
) hình vuông sang phải, sang trái, lên, xuống hoặc theo đường 
chéo. Sau khi đi chuyển bạn sẽ đặt chân vào một ó khác, số ở ó 
đó sẽ chỉ số ô mà bạn phải di chuyển trong bước tiếp sau theo 


môt trong tám hướng. 


Chúc bạn may mắn! 









_[ , 
oo EE] o 


Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án, 
mục Cầu đô của Sam Loyd. 
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Тоап һос 
và trò chơi 


gấp giấu 


Hầu hết chúng ta đã 
từng gấp một mảnh giấy 
và cất nó đi, nhưng rất ít 
người chủ định gấp giày de 
tìm hiểu các ý tưởng toàn học trong dó. Gấp giấy vừa là một 
hình thức học hỏi, vito là một hình thức giải trí. Ngay cà Lewis 
Carroll! cũng là một người say mê gấp giấy. Mặc dù gấp giấy 
có ở nhiều nền van hóa, nhưng người Nhật đã phát triển và 
phổ biến nó thành một hình thức nghệ thuật goi là origami. 


Mót vài khía canh toán hoc trong gấp giây 
Nhiều khái niệm hinh học xuất hiện một cách tự nhiên 
khi gấp шау. Ví dụ như: hình vuông, hình chữ nhật, tam giác 
vuông, đồng dạng, đường chéo, trưng điểm, nội tiếp, diện tích, 
hình thang, đường trung trực, định lí Pythagoras, các ý tưởng 
hinh học và đạt số. 


Dudi đây [à một sð mẫu gấp giấy thể hiện ứng dụng của 
các khái niệm này. 


1) Từ một mãnh giấy hình chứ nhật tạo thành một 


hình vuông. 
x Pa | li bó phần này di. 


i) Với mảnh giấy bình vuông, ta tao 4 tam giác vuông 


băng nhau. 


iii) Tim trung điểm спа canh hình vuông. 


(1) Tên thật là Charles Lutusdge Dodgson. Lewis Carroll là ыд dmh của тр 
Ong là nhà văn, nhà toin học, nhà logic và nhiếp ảnh gia прий Anh nói Tuma, 
tác giả của truyện Alice ở xứ sở thần tiên. 
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iv) Nội tiếp một hình vuông trong manh giây hình vuông. 





v) Tim hiểu những nếp gấp trên mảnh giấy, chú ý rằng hình 
vuông nội tiếp cá diện tích bing} diện tích hình vuông lớn. 


vi) Tạo hai hình thang băng nhau bàng cách lấy một máu 
giấy hình vuóng và рар nó dọc theo hất kì cạnh nào sao cho 
nếp gấp đi qua tâm hình vuông. 


vii) Tạo đường trung trực саа một đoạn thẳng bằng cách 
gập doi hình vuông, nếp gấp sẽ là đường trung trực cua cạnh 


hình vuông. 


vai) Biểu diễn dinh É Pythagoras: 


Cp mình giấy vuông nhu minh họa trong hình vẽ bên duói. 


2 = điện tích hình vuông ABCD 
a? = điện tích hình vuông FRIM 
b: = diện tích hình vuông AFNO 


C 
F 





Bằng cách so sánh các hình bằng nhau, ta có 

Điện tích hình vuông FBIM = điện tích tam giác ABK 
từ 

Dien tích AFNO = diện tích RCDAK 

(diện tích còn lại của hinh vuông ABCD). 


Vì vậy, a? + b2 = c2, F B 


A 


ix) Biểu diền định lí tổng các góc trong của một tam giác 
bằng 180° bằng cách lấy một mẩu giấy tam giác bất kì và gập 
nó dọc theo các đường nét đứt như hình dưới. 





C 


A + B +C = a° + c° + b° = 180° - chúng tạo thành 
một đường thẳng. 


x) Dựng một parabol bằng cách gập các đường tiếp tuyến. 


Các bước gập: Xác định tiêu điểm của parabol là điểm cách 
mép tờ giấy khoảng chừng vài xãng-ti-mét. Gấp tờ giấy khoảng 
20 hoặc 30 làn như hình vẽ. Các nếp gấp này là tiếp tuyến của 
parabol và hình dáng của đường cong. 
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Meo Fibonacci 





Mỗi phần tử trong dãy 
Fibonacci" được tao ra 
bằng cách cộng hai phần tử ngay trước nó. Bất kì day nào được 
taa ra bằng cách đó đêu dixic gọi là day Fibonacci. 


1, 1, 2, 3, 5, 8, 15, 21, 
34,55,89,144,233, 37, 
610, 987, 1597, 2584, 
4181, 6765, 10946, 
17711, 28657, 46368, 
15025, 121393, 196418, 
317811, 514229, ... 


Bạn hãy chon hai số bất ki và tạo ra dày Fibonacci từ hai sế 
đó. Tổng mười số đầu tiên trong dày số của ban sẽ luôn lớn gấp 
II lần số thứ bây trong dãy. 


Bạn có thể chứng minh điều này với hai số ban đầu bát kì 
được không? 


Xem phan Lời giai và đáp án cho chứng minh 
của mẹo EFibonacci. 


(1). Xem mw: Day Fibonacci và tự nhiên (trang 225) dê biết thêm thông tin. 
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Quá trinh 
phát trién cua 

các kí hiệu 
toán học 


Kë từ khi người Babylon 
đầu tiên vạch chữ hình nêm 


của mình lén tấm đất sér và 





chừa chỗ trống cho số 0, các 





nhà toán học đã phát minh 
ra kí hiệu cho các khái niệm và phép tính nhằm dám bảo anh 
rõ ràng và tất nhiên là tiết kiệm thời gian, công sức và cả khòng 


gian luu trừ các ghi chép пй. 


Trong suốt thế ki XV, một số biểu tượng đâu tiên được dùng 
để kí hiệu cho cộng và trừ tương ứng là p và m. Các lái buôn 
người Đức thì dùng + hay để kí hiệu cần nặng thừa hoặc 
thiêu. Thoi điểm đó, + và — được các nhà toàn học tiep nhận 
và sau năm 1481, chúng bắt đầu xuất hiện trong các bản thảo viết 
tay, Kí hiệu cho phép nhân, х, được cho là do Willtam Oughtred 
(1574 — 1660) đưa та, nhưng nó gàn phái phần ứng của mệt số nhà 


toán hoc Һа họ cho rằng kí hiệu này dé nhằm làn với chữ cái x. 


Thòng thường, có bao nhiều nhà toán học thì se có bấy 
nhiều kí hiệu. Chàng hạn vào thế kí XVI, Francois Vieta đầu 
tien sử dụng rit aequalis và san đó là biểu tượng ~ để kí hiệu sự 
hang nhau. Trong khi đó, Descartes lại thích dùng kí hiệu OC 
de biểu ёт đẳng thức hơn, cuối cùng thì kí biệu = của Robert 
Recorde (1557) đã được tiếp nhận. Theo ông, các đường thẳng 


song song là những hình biểu thị rõ nhất sự hàng nhau. 


Mặc dù các chữ cái được các nhà toán học Hy Lạp có đại 
Euclid và Aritstotle dùng để kí hiệu ẩn số, nhung cách làm này 
không phổ biến vào thời đó. Đến thế kỉ XVI, các chữ nhu radix 
(tiếng Latinh nghĩa là căn nguyên), res (tiếng Latinh nghĩa là 
vât), cosa (tiếng Y nghĩa là vật), coss (tiếng Đức là vát) được 
dùng dé chỉ ẩn số. Vào giữa những năm 1584 - 1589, khi luật su 
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Francois Vieta nghi làm việc tại Nghi viện Anh, óng сар trung 
nghiên cứu rộng kháp các công trình khoa hoc của nhiều nhà 
toán học khác. 


Ông phát triển hệ kí hiệu dùng chữ cái đại điện cho những 
đại lượng đương đã biết và chua biết, Descartes cải biến ý tưởng 
của ông và đưa ra hệ kí hiệu dùng những chữ cát đầu tiên trong 
bảng chữ cái cho những đại lượng đã biết và những chữ cái cuối 


R w 


[Nóu йшй: nay bin dàn tiến da S 

chứ xà Шш ux ho Y тд tực Мазур Кр dà chàng wc ame 
amm LA Nó lưu du tạ ole Ba us dé kế nia vàn Bát |a ani auri 1523 
эш OU adı rada со nghui Li `. xuất phat n£ Phap 

cn тилеп Ki hu cita chung ta dung vac thế lí XVII 

hu". tn 0. kı XVI 

^ né Pha 


) 


Th? K XA H, l hủy 


Wu Cun Iss non Lấy, 





I pam rau nứa FAA 


HEAV HN X Ма 


Nam JSE Boum Para 
giác м Pai lọ Hurcurd 
My, du dins hiểu thus 


(lu? D rune& nav diat 
ch lạ het tuis cài ir ngaba Phap tên k: 


pl IE ТТЕ? 


JI башты dàng để 
#4 hat Ono]. chứa vapi 
uuu тшту DOO 


ny „һә về ft Ki hpu A 
hek ngàn it АМЛ eue the 


ra ХУШ 





P л 


by И@ёл\р tard chả? landi: mot nha 
гк. Ma MCA Phu. eu dui, d KO Даме 
phep công No ce noi m ms mn UZ 6á thự 


Y pra có ngilu là un vua 


Мы sam le Hy Lap vế 
das P eplumte su dung ký 
hu & nay che péb trẻ 


cùng cho các đại lượng chưa biết. Cuối cùng, vào năm 1657, các 


chữ cái được John Hudde dùng để kí hiệu cả số ầm và số (lương, 


Biểu tượng » duoc người La Ма dùng dé kí hiệu số 1000 và 
sau đó là bất kì một số rất lớn nào. Vào năm 1655, John Wallis, 
một giáo su Đại học Oxford, Mỹ, đã dùng kí hiệu © cho vô cùng 
lần đầu tiên. Nhưng nó không được dùng rộng rãi cho đến khi 
được Bernoulli sử dung vào nam 1713. 


Các kí hiệu khác cũng được phát triển, như việc sử dụng đấu 
ngoặc đơn vào năm 1544, dấu móc căn bậc hai và dấu ngoặc 
nhọn vào năm 1593, dấu căn bậc hai do Descartes nghĩ ra (ông 
dùng vc để kí hiệu căn bậc ba). 


Thật khó có thể tưởng tượng chúng ta sẽ phải làm cách nào 
để giải các bài toán mà không có dấu +, kí hiệu cho số 0, hay 
bất kì kí hiệu toán hoc nào khác mà chúng ta vẫn thường coi 
là hiển nhiên. Cũng thật khó để nhận ra rằng phải mất nhiều 
thế kỉ đến thế để các kí hiệu toán học phát triển và được chấp 
nhận trên toàn thế giới như ngày nay. 


Bảng so sánh các kí hiệu và biểu thức toán học 
được sử dụng xưa và nay. 
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Cardantg (1501 - 1576) B.v.7.p-B«14 V7 + N14 
Chuquet 1484 123 + 12° + 7" 12x'+ 12 + 7х" 
Bom belli d» x? 
Stevin 1585 I9 4- 30+ 624 39 1 + 3x+ 6x? x° 
Е 1/2) ү 

(1/3) NN 
Descartes 1+ Зх + бхх +x l+ 3x + 6x° + xŠ 












Các thiết kế 
hinh hoc cua 
Leonardo 

da Vinci 










Bức phác thảo của Leonardo 
da Vinci dưới đây cho thấy 
ông đã sử dụng các đa giác 
đều khi thiết kế kiến trúc của 
một nhà thờ. Sự quan tâm và 


những nghiên cứu của Leonardo về các cấu trúc hình học cùng 


với những hiểu biết của ông về đối xứng chính là công cụ giúp 
ông vẽ nên sé đô kiến trúc của những nhà nguyện nhỏ thêm 
vào cho nhà thờ lớn mà không làm xáo trộn thiết kế và tính 


đối xứng của tòa nhà chính. 
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M x... ^ 

" uoi moc 

Các cum ki hiëu só khác E ? 
Eus Жан UN lich su 

nhau dưới đây thể hiện ° 

mười mốc lịch sử. Bạn hãy 

dich chúng theo hệ cơ số IO và tìm hiểu xem sự kiện nào đã 

điện ra vào сас năm đó nhé! 
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Bang các hệ kí số khac nhau du đây có thé 


sẽ giúp bạn dịch nhimg kí hiệu trên. 
|1|2|3 |4 bum |4 —— 


Babylon (nam 1500 tr СМ) 
[rung Qué (nam XV t CN) 
Hy Lạp (nûm 400 (Tr. CN) 

А; Cập (năm WO rr. CN) 

La Mã (nim 200 (TrCN) 
Maya (năm XQ tr CN) 

An Dó (thế ki XI) 


Hệ nhí phân (trong các máy tinh) | I |iø|H e ыйыт ? E n 





Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án. 










Định lí 
Napoleon 


"Su tiên bộ và hoàn thiện 
của toán học liên qum mật 
thiệt tới sut thinh алатр 

cua quốc gia” 


—Napoleon I 


Napoleon Bonaparte (1769 1821) có một lòng tôn kính đặc 
biệt với toàn học và các nhà toán học, bản thân ông cũng tu mình 
thưởng thức nó. Trên thực тё, ông là tắc giả của định lí sau đây: 


Nếu trên ba cạnh của một tam giác bất kì cho trước ta 
dựng ba tam giác déu vé phía ngoài tam giác đã cho, thi tâm 
các đường tròn ngoại tiếp ba tam giác đó là các đỉnh của một 


N 
Š 


`_Z 


tam giác đều. 













Lewis Carroll - 
nhà toán hoc 






Charles Lutwidge 
Dodgson (1832 — 1898) là 
nhà toán hoc và logic 
hoc người Anh, được biết tới nhiều nhất dưới bút danh Lewis 
Carroll. Ông là tác giả của truyện Alice in Wonderland (Alice ở 
xứ sở thần tiên) và Alice through the Looking Glass (Alice ở xứ sở 
gmg soi) Ngoài ra Ông còn xuất bản nhiều sách dé cập đến 
các lĩnh vực khác nhau của toán học. Cuón sách Pillow Problems 
(Những bài toán gói đầu) của ông bao góm 72 bài toán - tất cả 
hầu như được ông viết và giải vào ban đêm, đề cập đến số học, 
đại số, hình học, lượng giác, hình học giải tích, các phép tính vi 
tích phân và xác suất siêu việt. 





“Ngược lại”, Tweedledec tiếp tục, "néu đã như 
thé, thì nó có thế như Vậy; và nêu nó như vậy, 
thi nó sẽ là nhu thế: nhưng vi né không nhu 
vậy, nên không là như thé. Dé là logic." 

Lewis Carroll. 


A Tangled Tale (Câu chuyên rôi тйтп) ban đầu được in nhu 
là một hài báo trong một tờ nguyệt san. Sau đó, được bién soạn 
thành một câu chuyện hấp dẫn có chứa những câu đế toán 
hoc trong mười chương của nó. Người ta kể lại rằng Nữ hoàng 
Victoria say mê những quyển truyện về Alice của Carroll tới 
nói bà tìm mưa tất cả những cuốn sách mà ông viết. Hẳn là bà 
sẽ vô cùng sung sốt trước số lượng sách toán mà bà nhận được. 
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Bài toán thú 8 trong quyén Pillow Problems 

“Một số người đàn ông ngồi thành môt vòng tròn sao cho 
mỗi người ngôi cạnh hai người khác, mỗi прий có một số 
dûng silinh nhất dinh. Ngudi thứ nhất có nhiều hơn пої 
thứ hai 1 đồng si linh, ngai thứ hai lại hm nggi thứ ba 1 
đồng silinh và cứ nhu ойу. Người thứ nhất dua cho người 
thứ hai 1 đồng, người thứ hai dua người thứ ba 2 đồng và 
cứ tiếp tuc như thế, nman trước dua cho ngıûi sau số đẳng 
sinh nhiều hm số mà anh ta nhận đực là |, miễn là прий 
do đủ tiên dé cho nhu vậy. Sau cùng, có hai ngai ngôi cạnh 
nhau mà một trong hai nman đó có số đồng si lnh gấp 4 
lần người con lại. Hỏi có tất cû bao nhiều người đàn ông? 
Và luc ban đâu, ngudhi có ít dûng si linh nhất trong số họ có 
bao nhiều đồng silinh?” 


Xem đáp số ở phần Lời giải và đáp án. 
















SAN N 2 

t7, 58 AN \ 

BAARD Ads, 

[A s KAN 72 
оо về 

7\3 Ы Z= NC = mt реша 
ELS -—— — = 


— 





Ў 
"S 












Më cưng пау dược Lewis Carroll vé пат ông 20 гий. Ông tạo та 
mê cưng tới những cơn đường vòng lên và luôn du nhau Mục tiêu 
là tìm dmg ra khói më cimg nếu bạn dung ở chính giữa nó. 
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Dém báng 
các ngón tay 


Vi trong suót thói Trung 
cổ, giấy viết rất đắt đỏ nên 
việc đếm và liên lạc bằng 
cách ra dấu ngón tay thường xuyên được sử dụng. Như trong 
hình minh họa dưới đây, các ngón гау có thể biểu thị cả những 
số có giá trị nhỏ và lớn. 
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Dinh lí Heron 


Nhiều người trong số 
chúng ta dà hoc cách tính 
điện tich cam giác dựa vào độ dài đường cao và canh tương 
ứng với nó trong mên Hình học. Nhưng nếu không có định lí 
Heron thì việc tính điện tích ram giác khi chỉ biết độ dài ba 
cạnh của nó đòi hỏi phải dùng kiên thức vé lượng giác. 


b C 


a 


Heron được biết đến trong lịch sử toán học chính là nhờ 
công thức: 


Diện tích tam giác = 4/s (s — a) (s - b) (s - c) 


trong đó a, b, c là chiều dài ba cạnh tam giác, cim «la một núa 
tông chiều dài của ba cạnh dó. 


Công thức Heron đã được Archimedes biết đến từ trước đó, 
có thể chính Archimedes đã chứng minh công thức này, nhưng 
ghi chép sớm nhất về nó mà chúng ta có được là của Heron 
trong cuốn Merrica”, Để miêu tà vé Heron một cách chính xác 
nhất thi ông là một nhà toán học không cổ điển. Ông quan 
tâm nhiều đến tính thực tiễn của toán học hơn là lí thuyết hay 
quan niệm toán học như một môn khoa học hoặc nghệ thuật, 
Chính vì vậy, ông còn là người phát minh ra động cơ hơi nước 
nguyên thủy, nhiều đô chơi khác nhau, máy bơm cứu hóa, 
đèn tự động sáng khi cửa mở ở nhà thờ, quạt gió và rat nhiều 
thiết bi cơ khí khác dựa vào các tính chất của chất lòng và các 
nguyên lí cơ học đơn giản. 


( Chiêm sach hà tập ас hmh lux của Heron, nhà toán học của Alexandria. 






Cùng quan sát 
kiến trúc và 


hình học Gô-tích 


Bản vé Ciô-tích 






hiểm hoi này cho 





thấy việc sử dụng 
hinh học và đối 
xứng trong kiến trúc của thánh đường Dome of Milan (Mái nhà 
của Milan) ở Y. Nó được Caesar Caesariano, kiến trúc sư trưởng 
của thánh đường này vẽ ra nam 1521. 
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Thanh Napier 


Làm viéc vói nhüng 
phép tính phức tap ngày 
càng trở nên buồn té và mệt mỗi, dac biệt là đối với những 
nhà khoa học cần thực hiện các tinh toán thiên văn, những 
thủy thú cần giải quyết các bài toán hàng hải thực riền, những 
nhà buôn cần lập số sách kế toán. Và rồi vào thế ki XVII, John 
Napier (1550 1617), một nhà toán học nổi tiếng người Scotland. 
đã cách mạng hóa công việc tính toán bằng phát minh của 
mình về lôgarir (mộc phương pháp sử dụng các sở mũ để biểu 
diễn các phép nhân và chia phức rạp bằng cách chuyển chúng 
thành phép cộng hoặc trừ)" Phương pháp tính toán dùng các 
lógant của Napier và các bảng mà ong phát triển đã đơn рал 
hóa những tính toán khó bao gồm phép nhàn, chia, lũy thừa và 
tìm căn. Mặc dù lí thuyết về hàm lêgant và hàm số mũ là phán 
thiết yếu trong toán học, nhưng với sự ra đời của các máy tính 
điện tử và máy vi tính hiện đại, các bảng lêga và ứng dụng của 
chúng cũng đã trở nên lỗi thời như các thước lóga vậy. Tuy vậy, 
sự phát triển của chúng và các phương pháp tính toán rút gọn 
chính là phương thức tính toán tuyệt vời được sử dụng rộng rãi 
trong nhiều thế ki trước bởi các nhà toán học, các nhân viên kế 
toán, các nhà hàng hài, các nhà thiên văn hoc và khoa hor. 


Sử dụng lôgarit, Napier cũng phát minh ra các thanh có 
khắc số, gọi là thanh Napier để piám nhẹ công việc kế toán của 
các thương nhân, Các thương nhân mang theo bèn minh mót 
hộ các thanh làm từ nga voi hoặc gỗ để tính các phép nhân, 
chia, căn bậc hai và căn bậc ba. Môi thanh là một bằng tính 








(1) Vi dụ: để bưu điển phép tính XON — 0072, nydd ш se. duuyễn các số này 
thành dang lay tita (tc là dạng loga) bằng các bang log (bằng này sử dung са 
só 1C). Để chia các vì ulêt ở dạng luy thừa của cung một có v^ ta chí cán trừ các 
số mi của chung. Vi váy, ví lága cia 3600 s trừ cho so ga của 0072. kết qua 
sẽ dix: chuyển прш lại bàng cac Боно дра cơ số Ю. 


nhân đối với chữ sê ở trên đầu thanh. Ví dụ: dé nhân 298 với 
7, người ta sẽ xếp ba thanh 2, 9, 8 lại với nhau, tìm đến hàng 
thứ bảy rồi cộng hai số ở hàng đó lại để tìm kết quả như trong 


hình minh hoa. 





298 165 


› 
х + 
7 


———. Dl 
2086 2086 










Hói hoa và 
hinh hoc 
xa anh 


Du vô tình hay có ý, toán 
học cũng đã ảnh hưởng tới hội 
họa và các họa si trong. hang 
thê ki qua. Hinh học xạ ảnh, tỉ 
lé vàng, sự cân xứng, các tỉ lệ, ảnh ảo giác, đối xứng, các hình 
hình học, các thiết kế và họa tiết, các giới hạn và võ cùng, khoa 
hoc тау tinh là một số lĩnh vực toán học có ảnh hưởng đến 
rất nhiều khía cạnh và thời kì khác nhau của hội hoa, dù là hội 
họa thời kì sa khai, có điển, Phục hưng, hiện đại, pop (xu hướng 
hội họa nói lên ở Anh vào giữa những năm: 1950 và ở Mỹ vào 
cuối những năm 1950) hay deco (xu hướng hội họa quốc tế phó 


biến từ năm 1925 đến năm 1939), 





Những duime tháng thêm vào trong tranh minh họa việc sf dụng hình học xạ 


¡nh сил | eon rdo da Vingi trony kit ас Л эн CUO C1010 сий ong 


Một họa si vẽ cảnh ba chiều trên một bức tranh sơn dầu 
hai chiều hàn phải quyết định mọi thứ sẽ thay đổi như thế nào 
khi nhìn tit các khoảng cách và vi trí khác nhau. Chính vi vậy, 
hình học xạ ảnh đã phát triển và đóng vai trò thiết yếu trong 
hội họa thời Phục hưng. Hmh học xạ ảnh là lnh «wc toán học 
yidi quyết các vûn dë về minh chất và các têng quan không gim 
cua hình ánh. khi chứng dut chiều, do dó giải соё các vûn dé vê 
phối cảnh. Dê tao nén các bức hoa ba chiều như thật, các họa sĩ 
thời Phục hưng đã sử dụng các khái niệm của hình học xạ ảnh 
ngày nay như điểm chiếu, các đường hội tụ song song, điểm ào. 
Hình học xạ ảnh là một trong những hình hoc phi Euclid đầu 
tiên được đưa ra. Các họa sĩ muốn miêu tả hiện thực. Họ lập 
luận rằng nếu họ có thể nhìn thấy cảnh bên ngoài qua một cửa 
số thì cũng có thể chiếu những g) họ thấy lên cửa só đó như là 
một tập hợp các điểm nhìn nếu giữ nguyên mắt tại một điểm 
quan sắt duy nhất. Như vậy, cửa sổ sẽ đóng vai trò như là bức 
vẽ. Rất nhiều công cụ khác nhau đã được tạo ra để giúp các 
họa sĩ thực sự chuyển hóa được cửa sổ thành bức vẽ. Các bức 
tranh khắc gỗ của Albrecht Dürer dưới đây cho thấy hai công 
cụ như vậy. Bạn hãy lưu ý rằng mắt của người họa sĩ luôn đặt 


tại một điểm có định. 
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"UD" Vô cung và 
бї đường tròn đều có một ` ` 
chu vi cố định — một dò dài đường tron 
hữu hạn. Một phuong pháp để 
tìm công thức chu vi của đường tròn là sử dụng khái niệm và 
cung. Xét dãy chu vi của các đa giác đều nội tiếp đường tròn. 
(Một đa giác dèu có гас cá các cạnh và tất cả các póc bằng 
nhau). Khi tính toán và nghiên cứu chu vi của mỗi đa giác đều 
nội tiếp đường tròn, người ra thấy rằng nếu số cạnh của đa giác 
tàng lên thì chu vi của nó càng tien gân đến chu vi của đường 
tròn. Trên thực tế, giới hạn của các chu vi này khi số cạnh đa 
giác tiến đến vô cùng chính là chu vi của đường tròn. Hình vẽ 
đưới đây minh họa rằng da giác có sẽ cạnh càng nhiều thi càng 
рап với đường tròn và càng trông giông đường tròn hơn. 


CHU VỊ 


сца một đường tròn là 


giới hạn của chu vi n-giác 
đều khi n — oo. 















/ 


Xem chúng minh hàn giải và đáp "T 









Những chú ngựa 
Ba Tư và câu đổ 
cúa Sam Lovd 


Bức họa Ba Tư ở 
thế kỉ XVII này đã rất 
khéo léo vẽ bến chú 
ngựa. Ban có thé tìm ra 


bón chứ ngua này không? 





Xem câu trả lời ở phân Lói giải và đáp án. 


Còn bức vë dưới đây có lè chính là cảm hứng cho câu đố Người 
сий lua tà chu lia của chuyên gia để vui Sam Loyd (1841 1911). 
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Phiên bản đầu tiên của câu đổ này được Loyd nghĩ ra 
khoảng năm 1858, khi ông còn là một thiếu niên. 


Yéu cầu của bài toán là hãy cát bức tranh thành ba hành 
chứ nhật dọc theo các đường nét địa và sip xếp (không 
được gấp) các hinh chữ nhật này thành hinh hai ngih cưới 
hai chú lưới dang phí mak dai. 


Câu để này ngay lập tức đã thu được thành công. Trên thực 
tê, nó phó hiến đến nói theo những rin tức được đưa lên thi 
Sam Loyd đã thu về 10 000 đô-la chỉ trong vòng vài tuẫn. 


Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án, 
mục Cầu dó của Sam Loyd. 











Nhüng hinh 
trăng lưỡi liém 


Từ lune, có nghĩa 
là hình trăng lưỡi liềm, 
bắt nguồn từ từ Latinh 
lunar — nghĩa là hình mặt trăng. Các hinh trăng lưỡi liém là 
những vùng phẳng bị giới hạn bởi các cung của những đường 
tròn khác nhau (xem các hình trăng lưỡi liêm được tạo thành 
như thế nào ở hình vẽ bên dưới). Nhà toán học Hy Lạp cổ đại 
Hippocrates ở Chios (460 - 380 tr.C.N) đã nghiên cứu rất sâu các 
hinh trang lưỡi liềm. Có lẽ ông tin rằng chúng có thể được sử 
dụng bằng một cách nào đó để giải bài toán cầu phương một 
hình tròn.” 








Ông đã tìm ra và chứng minh ràng: 


Hai hinh trăng ha liim dựng trên hai cạnh của một tam 
giác nói tiếp trơng một nita hình tròn có tổng điện tích 
bảng điện tích tam giác dó. 


(l). Xem muc Bộ ba bất khả thi (trang 132) 
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>. REND. PERS з Р А 
Nếu АВС, АЕВ, ВЕС là các nửa hình tròn, thì diện tích 
спа lưỡi liêm (1) + điện tích của lưỡi liém (2) = diện tích tam 
giác ABC. 
Chứng minh 
Diện tích của nửa hình tròn AEB/diện tích của nửa hình tròn ẤBC 
= (л|АВ|2/8) / (n|AC|^) / 8 
~ÍABÈ/|ACỦ _ 

Diện tích của nua hinh tròn AEB = diện tích của nửa hinh tròn 

ABC АВР / |АСЇ?) (а) 

Tương tự thé, 

ng tích của nửa hình tròn ВЕС = diện tích của nửa hình tròn 

АВС |BCÊ; ACP) (b) 

Bây giờ cộng về với vé cua (a) và (b) rói rút thừa só chung ta có: 


diện tích nửa hình tròn KEB + điện tích nửa hình tròn ВЕС = điện 


tích mra hình tròn АВС (IAB+|BC‡) ДАС? (с) 
AABC là tam giác vuông vi nó nội tiếp trong môt nta hình tròn. 
Vi váy, 

АВР + IBC 2 = {ACF theo định li Pitago. 

Ap dung dàng thức này vào (c) ta nhận được: 

diện tích nửa hình tròn XEB + điện tích nửa hình tròn BFC = điện 
tich nửa hình tròn АВС 


Trừ vé với vé dàng thức trên cho dàng thức sau. 
diện tích (3) + điện tích (4) = điện tích (3) + điện tích (4) 


Suy ra điêu phải chứng minh: diện tích lưỡi lim (1) + diện tích 
lưỡi цёт (2) = diện tích tam giác ABC. 





Mặc dù Hippocrates không thành công khi cố gắng cầu 
phương hình tròn, nhưng quá trình di tìm lời giải cho bai toán 
này đã giúp ông khám phá ra được rất nhiều ý tưởng toán học 
mới quan trọng. 
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Các lục giác 


trong tự nhiên 


Кас nhiều những tạo vật 
của ru nhiên là các mô hình 
tuyệt đẹp cho những đối 
nione toán hoc như hình vuông và hinh tròn. Hình lục giác 
cũng là một trong những hình hình học được tìm thấy trong tự 
nhiên. Lục mác là một hình có sáu canh. Nó là hinh lục giác 


đều nếu có các cạnh bằng nhau và các góc bằng nhau. 


Các nhà toán hoc đã chứng minh ràng chỉ có các lục giác 
đều, hình vuông và ram giác đều là có thể ghép lại với nhau (xếp 


hình) trên mặt phẳng mà không để lại một khoảng trống nào. 


Trong ba hình nói trên, lục giác déu có chu vi nhỏ nhất 
nếu điện tích của chúng bằng nhau. Điều này có nghĩa là khi 
xàv dung các ô lục giác để làm tổ của minh, bày ong dùng ít sáp 
và lao động ít hơn đối với cùng một khoảng không gian. Hình 
lục giác được tìm thấy trong các tổ ong, những bông tuyết, trong 
các phần tú, tinh thể, sinh vật biển và các dạng sống khác. 


Di dạo trong cơn mua tuyết có nghĩa là bạn đang đứng vius 
những hình hình hoc tuyệt vời. Bông tuyết là một trong những 








ví dụ thú vị nhất về đối xứng lục giác trong ní nhiên. Chúng 
ta có rhe nhìn thấy các hình lục giác trong hinh dạng của mỗi 
bông tuyết. Số lượng vô hạn các cách kết hợp của những họa 
tiết lục giác khiến chúng ta cảm giác rằng không có hai bông 


tuyêt nào là như nhau." 





(1) Nancy Knight тш J rung lam quốc иш nghien cun Khi quyền A Bnd der Colorado. 
Mỹ, dà kham pha та цір hop cúc bong tot. giómg nhau dan nén. Chúng dux 


thn thủy vao ngay | thang H mim Ө 
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Gooqol và 
Gooqolplex 


Một googol là sû 1 rheo sau 
là một tram sô О, tức là 1099, Cái 
tên googol được nahi ra bởi người 
cháu trai chín ruói của tác piả viết sách toán, Tiến st Edward 
Kasner. Cậu bé này cũng dé nghị một số khác lớn hơn googol 
rat nhiều, googolplex, mà cậu miêu tả là số 1 theo sau là nhiều số 
0 đến mức ban sẽ viết mối cà tay. Dinh nghĩa toán học cho một 
voopolplex là số 1 theo sau là một googol số Û, tức là IO. 


10 000 000 000 000 000 
000 000 000 000 000 000 
000 000 000 000 000 000 
000 000 000 000 000 000 
000 000 000 000 000 000 

000 000 000 000 


Sử dung các số lớn: 


1) Nếu toàn bó và tru haw lap dày bà các hạt proum và electron 
sao cho không có chó trông nào còm st lai, thị м) cac har se là КҮ“ Số 
này lớn hơn một googol, namg nhỏ hin nhiều so e một soogalplex. 

2) Ñ lung các hạt cát trên Coney Idmd” là khoáng 10^. 


3) S6 các từ duc in ra kë tự khi quyển Kinh thanh Guenberg 
được in (1456) cho đến nhimg năm ЮЧЮ là khoáng 10". 





— —--— — . 


(1. Coney Idand: một bán dan nằm ở cực num Brooklyn, thành phố New York, 
Hoa Ky. 
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Ma phuong khói 





Khối ma phương 
3x ) x 3 này là 
4 x aR 2? A^ NA 2? 2 z ^ x EN 
cách sắp xếp 27 số tự phiên sao cho tổng các số trên mỗi hàng 


hay mỗi cột có ba số đều bằng 42. 


NM. 
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Fractal - thật 
hau tưởng tượng? 


Trong nhiều rhe 
kỉ, các đối tượng và 
khái niệm спа hình 
học Euclid (điểm, đường thẳng, mặt pháng, không gian, hình 
vuông, hình ròn.) được xem như là những thứ miêu tà che tưới 
mà chúng са dang sóng. Sự khám phá ra hình học phi Euclid 
đã mang lạt cho chúng ra những đối tượng mới có thể dùng để 
miêu tả các hiện tượng của vũ tru. Fractal là một trong số đó. 
Ngày пау, những hinh traced được coi là các bức ảnh miêu tà 
các sự vật, hiện tượng trong tự nhiên. Y tưởng về fractal xuất 
hiện trong công trình của các nhà khoa hoc từ năm 1875 đến 
năm 1925, Chúng bị đặt cho cái tên là 
quái vật và bị cho là có ít giá trị khoa 
hoc. Ngày nay, chúng được biết đến duói 
tên soi. fractal — thuật ngữ do Benoit 
Mandelhror nghi ra vào năm 1975, ông 


là ng đã có nhiều khám phá to lớn 





trong lĩnh vực này. Vë mặt kĩ rhuật, 
| . fractal li пух đói tidong có chi tiết không 
viol tế fractal ran ra từ ' I > 


ues vm các tum giác bằng Mat dt khu nó bị phóng to та. Trên thuc 
nhau Ado vất amh сид các - 
(on giae da có. 


Ming hose ect" ha mu 


tế, tróna câu trúc phóng to của fractal 
giống hệt như ban đầu. 

Trái ngược lại với fractal, đường tròn trông giống đường 
thẳng khi một phần nhỏ của nó được phóng to lên. Tuy nhiên, 
có hai loại fractal: fractal hinh học lặp lại không ngừng một mẫu 
đồng nhất và fracta ngilu nhiên. Các mày vi tính và dê hoa 
máy tính có nhiệm vụ làm những “quái vật” này sống lại bằng 
cách hầu nhu ngay lập tức tạo ra các fractal trèn màn hình và 
từ đó biểu diễn những hinh dang ki di của chúng, những thiết 
kë nehe thuật hay những phóng nén và hình ảnh chỉ tiết. 


——. 


(J) Nem uu (é dung bóng noct de Put thèm theng an 






Người ta đã từng tưởng rằng các hinh dạng trật tự trong 
hình học Euclid là những hình duy nhất có thể ứng dụng vào 
khoa học, nhưng với các hinh dạng mới này, tự nhiên có thé 
được nhìn từ một góc độ khác. Các fractal hình thành nên một 
lĩnh vực mới trong toán học, đôi khi chúng gợi nhớ đến hình 
học của tự nhiên bởi các hình kì lạ và hỗn loạn của chúng 
miêu tả các hiện tượng như động đất, cây cối, vỏ cây, ré gừng, 
đường bờ biển và có nhiều ứng dụng trong thiên văn học, kinh 
të, khí tượng, kĩ thuật điện ảnh. 

ЖОК ЕРУУ 

NU ЖО > s. | mtu 

< Е s ЖБ Dung Peano là mı d ui du 

2000080221 20200 vé fractal và nó cũng là 
, ЖУУ А một đường cong có thể lấp 
























day không gian. Trên một 
đường cong lấp day không 
man, mói điểm trong mót 


vung đều dux di qua, do dà 






dán dán tô den không gian 


5 


Z 2 
. ж : 
Ж = Z 1 " 
“ > 7. ` к^, .... en một | 1411. 
ЖУУ, Z by A 


AP TRA 


22 Hinh vé bên thé hiện sự tô 
A, 





Mot fractal ngáu nhiên [h#mg Cesaro - một fractal 










Na-nô gi iây - 
đo thời gian 
trên máy tính 


Một xung điện can thời 
gian một phẫn tỉ giây để di 
được 20km. Một phần tỉ 
giây được goi là một na-nó 
giây. Anh sáng di được 30,5cm) trong 1 na-nô giây. Các máy 
tính ngày nay được xây dựng để thực hiện hàng triệu phép 
tính trong một giây. Để có thể cảm giác được một máy tính 
lớn có thể làm việc nhanh đến thế nào, chúng ta hãy cùng xét 
một nửa giây. Trong vòng nửa giây, máy tính có thể thực hiện 
những nhiệm vu sau: 


l) Ghi nợ 200 séc vào 300 tài khoản ngân hàng khác nhau. 

2) Kiểm tra điện tâm dó của 100 bệnh nhân. 

3) Cham 150 СОО câu trả lời của 3000 bài kiểm tra va đánh 
giá tính Һр lệ của mỗi câu 

4) Tinh атр cho một công ty có 1000 nhân viên. 


5) Và vûn cûn thời man để thực hiện những nhiệm vu khác. 


Mức đệ nhanh của máy 
tính sẽ là không thể hình 
dung được nếu nó hoạt động 
bằng năng lượng ánh sáng chứ 
không phải năng lượng điện. 
Hệ đếm nào sẽ cần phải dùng 
để khai thác được công dụng 
của ánh sáng? Liệu nó có dựa 
trên só lượng các màu trên 
phổ của ánh sáng hay không! 
Hay là dựa vào một tính chất 


nào khắc của ánh sáng? 
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Vóm trác dia 
cua Leonardo 
da Vinci 


Leonardo da Vinci say mé 
rất nhiều lĩnh vực nghiền 
cứu khác nhau và cả mối 
liên hệ giữa chúng. Toán 
học là một trong số đó. Ông dùng nhiều khái niệm trong hội 
hoa, các thiết kế kiến trúc và phát mình của mình. Dưới đây là 
hình vé thể hiện vòm trắc địa mà ông đã phác thảo, 





Ma phuong 


Сас ma phương đã thu 
hút sự chú ý của con người 
từ hàng thế kỉ nay. Từ thời cổ đại, chúng đã được liên hệ với 
những thế lực siêu nhiên và thế giới thần kì. Những khai quật 
khảo cổ đã tìm thấy chúng trong những thành phố châu Á cổ 
đại. Trên thực tế, ghi nhận sớm nhất về sự có mặt của một ma 
phương là vào khoảng năm 2200 tr.C.N ở Trung Quốc. Nó có 
tên gọi là Lạc thư (lo-shu). Truyền thuyết kể rằng ma phương 
này được Vũ Đế nhìn thấy lần đầu tiên trên lưng một con thần 
quy bên bờ sông Hoàng Hà. 


“ас с thư Các nut den biểu trưng cho 
„5 các số chăn, còn các ma 
trăng biểu trung cho các số 

i lé. Trong ma bhuamg nay, số 

ki áo cua nó (tóng các sÓ 


của một hang, cột hay đưmg 
—— у, chéo bất ki) là 15 


" phương Tây, các ma phương làn đầu được nhắc đến vào 
năm 130 rr.C.N trong tác phẩm của Theon ở Smyrna. Vào thế 
kỉ IX, ma phương len 101 vào thế giới của thiên văn học với việc 
các nhà thiên văn Á rập dùng chúng trong các tính toán lá số 
tử vi. Cuối cùng, với các công trình của nhà toán học Hy Lạp 
Moschopoulos năm 1300 s.C.N, các ma phương cùng những tính 
chất của chúng đã lan khắp bán cầu Tây (đặc biệt trong suốt 
thời kì Phục hung). 


MỘT SỐ TÍNH CHẤT CỦA MA PHƯƠNG: 


Вас của ma phương được định nghĩa là 
số lượng các hàng hay các cột. Ví dụ: ma 
phương bên có bậc 3 vì nó có 3 hàng. 





Sự thân kì của ma phương thể hiện ở tất cả các tính chất 
mà nó sở hữu. Một số tính chất như 

1) Mỗi hàng, cột hay đường chéo déu có tổng các số bằng nhau. 
Hàng 50 ma thuật này có thể tính bằng một trong các cách saw 


a) Lấy một ma phương bậc n và tìm giá trị của + (n(n* + 1)), 
trong đó ma phương được tao thành từ các số tự nhiên 1, 2, 3..., n°. 


CPI, M 3. 55 ma thuật 


Tụ + 1)) = 15; 





>i Is 
b) Lấy một ma phương bất ki rồi bắt đầu từ góc bën trái của 
nó viết các số tu nhiên liền tiếp nhau làn lượt dọc theo mỗi 
hàng. Tổng của các số trên đường chéo nào cũng sẽ là số kì ảo. 


2) Bát kì hai sĩ nào (trong một hàng, cột, hay đường chéo) cách 
déu tâm ma рать déu bu nhau Сас số trong một ma phương 
gọi là bù nhau nếu tổng của chúng bằng với tổng của số bé 
nhất và lớn nhất trong ma phương đó. 


LIE Ma рать này có các cập sổ bù nhau sau 
BEE Ñ và Z26 và 4; 3 và 75;1 và 9, 
BUB 


CÁC CÁCH BIÉN MÓT MA PHUONG SÁN CÓ THÀNH MÓT 
MA PHUONG KHÁC: 


3) Cóng hoặc trit tắt cả các 50 trong ma phutng tới cung một 
số bát kì cho ta một ma рита mới. 


4) Nêu hai hàng và hai cột cách déu tâm та phưng đổi chó 
cho nhau thì ta van nhận фак một та рату. 


5) a) Dói chó các góc phán tw của một ma phutng bậc chấn së 





Më gốc phán tu là một trong bón 
phán ^ bën góc của ma phu mg. | 





tạo та một ma ртр mái. es ER a 


b) Đối chỗ các góc phán tw và các hàng trong một ma ртр 
bác lé vån cho kêt quả là một ma рау. 


Con người đã viết về các ma phương nhiều hơn bất kì một 
sáng tao toán học nào khác. Benjamin Franklin” cũng đã dành 
rất nhiều thời gian dé nghiên cứu các phương pháp tao thành 
ma phương. Quả là một thách thức không nhỏ khi bạn phải 
sắp xếp 25 số đếm đầu tiên thành một hình vuông 5 x 5 sao 
cho mỗi hàng, mỗi cột và mỗi đường chéo đều có tổng các số 
bằng nhau. Dó chính là ma phương bậc 5. Bất kì ma phương 


А! 3 PHUONG PHAP BAC THANG 
r TY 1 dë tao mie та pinang bậc 3 


ВОС 1 





BUOC 4 BUOC 5 


BƯỚC 7 
F-+-+-4 MA PHƯƠNG 
[|t | 6| si i. | ЖЕЗ Mad 1X 3 HOÀN THIỆN 
э [Гү cir 


-+-4 


LR ERE 
L-i- E312 


———., _ 


(I. Benjamin. Franklin (7/017 — 7/4/1790) một trong. những nhà lập qux 
nổi tiếng nhat của Hoa Kỳ 
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nào có số lẻ các hàng hoặc cột đều là ma phương bậc lẻ. Nếu số 
các hàng hoặc cột là số chăn thì ma phương có bậc chăn. Một 
phương pháp chung để tạo ma phương bậc chẩn kích cỡ bất 
kì vẫn dang được tìm hiểu. Trong khi đó lại có một số phuong 
pháp tổng quát có thể dùng để tạo ma phương bậc lẻ kích 
thước bất kì, trong đó phuong pháp bậc thang, phát minh bởi 
La Loubere, là phương pháp nổi tiếng nhất trong giới những 
người say mê ma phương. Hình minh họa thể hiện cách tạo ra 
ma phuong 3 x 3 bằng phương pháp này. 


PHUONG PHÁP BÁC THANG 
1) Bất đầu với sô 1 ở ô vuông giữa của hàng rrén cùng. 


2) S6 kë tiep (số tự nhiên đứng ngay sau 50 1, rức số 2) Аш: 
đặt ở ó vuông chéo lên phía lên, trừ khi ó đó đã có xế. Nếu ô 
vuông chéo Jèn này thuộc hình vuông tưởng aking nàm ngoài 
ma phương, thì bạn hãy tim vị trí tương ứng của nó trong ma 
phương và chuyên số vừa viết vào đó. 


3) Nếu trong ma phương, ô vuông chéo lên trên đã có số, thì 
hàv đặt sà tiếp theo vào ô vuông ngay bên dưới б vừa viết, ví 
du như số 4 và số 7 ở bước 3 và bước 6. 


4) Tiếp tục bước 2 và 3 để tim vi trí cho các só còn lại của 
ma phương. 


Сіз bạn hãy thử tạo ma phương 5 x 5 với 25 số đếm đầu 
tiên bằng phương pháp bậc thang. Sau đó, hãy kiểm tra một vài 
phương pháp biến đối ma phương với ma phương vừa tạo được 
xem chúng hoạt động ra saol 


Düng một trong số các ma phương mà bạn vừa tạo ra, nhân 
mỗi số của nó với một hãng số bất Kì mà bạn thích. Liệu hình 
vuông mới nhận дж có còn là ma phương hay không) 


Tuy không có phương pháp tổng quát để xây dựng ma 
phương bậc chăn, nhưng nhiều phương pháp khác nhau đã được 
phát minh nhằm xây dựng một ma phương bậc chán cu thể. 


Ví dụ: Phương pháp đường chéo chỉ áp dụng cho các ma 
phương 4 x 4. 





Các bước xây dựng ma phương: 
Bút đầu bàng tiệc dat lần lu các số tự nhiên liên tiếp vào 
các hàng của та ртр. Với mỗi số trên đường chéo, đổi 
chỗ nó và số bù của nó cho nhau 


Với ma phương 4 x 4, các hàng hoặc các cột đều có thể đổi 
chỗ cho nhau mà vẫn cho ta một ma phương. Nếu đổi chỗ các 
góc phần tư cũng vậy, ta sẽ nhận được một ma phương mới. 


Hãy thử xem bạn có thể nghĩ ra phương pháp của riêng 
minh để xây dựng các ma phương bậc chăn khác hay không 
nhé, hoặc là thử khám phá một phương pháp chung cho tất cà 
сас ma phương bậc chán." Và biết đầu bạn còn muốn nghiên 
cứu sâu hơn về các phương pháp xây dựng ma phương bậc lẻ đã 
được phát minh ra! 





(I). Rất nhiêu прый dà công hign thời gian và gã: luc để tim та một pluamg phap 
tổng quát xảy dung các ma phurmg bắc chuẩn. Hyman Sirchuck ở Howell, New Jersey, 
MS, tưyn Nî dà nghi ra йк một рашта pháp dë tao các та phiamg Бас chán. 










Ma phương 
đặc biệt 


Day Fibonacci là dãy sẽ 
I. 1, 2, 3, 5, 8, l3... trong đó 
mỗi số là tổng của hai số 
ngay trước nó. Khi các số Fibonacci 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 
được xếp tương ứng với các số đếm 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, một 
hình vuông mới sẽ hình thành. Nó không có các tính chất của 
ma phương, nhưng tổng của tích các số trong mỗi hàng (9078 + 
9240 + 9360 = 27678) bằng tổng của tích các số trong mỗi cột 
(9256 + 9072 + 9350 = 27678). 














Tam giác 
Trung Quóc 


Toán học hiện dién ở 
khắp mọi nơi trên thế giới. 
Lịch sử đã chứng minh rằng 
con người đã ứng dụng và có những phát minh về toàn học 
không phải chỉ ở riêng một vùng nào đó, ví dụ như phiền bản 
Trung Quóc của tam giác Pascal. Мас dù Pascal đã có những 
phát hiện đáng kể vé tam giác số mang tên ông, nhung tam giác 
đó đã từng xuất hiện trong một cuôn sách được in vào khoảng 


năm 1303, ba trăm lé hai năm trước khi Pascal chào dòi! 














Cái chết cúa 
Archimedes 





Archimedes ở Syracuse 
(287 tr.C.N - 212 tr.C.N) là 
nhà roán hoc hàng đầu của 


Hy T- có dai. 





Trong suốt cuộc chiến tranh Punic lần thứ hai, Syracuse bi 
người La Ма bao vây từ năm 214 tr.C.N cho đến năm 212 tr.C.N. 
Vào thời điểm đó, Archimedes đã sáng chế ra các vũ khí phòng 
thủ rất tài tình như máy bắn đá, ròng rọc và móc câu để kéo 
và phá tan thuyển của quân La Mã, kính parabol để dêt cháy 
thuyền. Những vũ khí này đã kim chân quân La Mã trong gần 
ba năm. Mặc dù vậy, Syracuse cuối cùng vẫn rơi vào tay quân La 
Mã. Marcus Claudius Marcellus, vị chỉ huy trưởng của quân La 
Mã, đã ra lệnh cho quân lĩnh không được ham hại Archimedes. 
Nhưng một tên lính La Mã đã đột nhập vào nhà của Archimedes 
và thấy ông đang mai mê làm toán mà không hé nhận ra sự 
xuất hiện của hắn. Tên lính ra lệnh cho ông phải ngừng lại, 
nhung Archimedes không chút để ý đến lời hắn nói. Gian ай, 
tên lính đã dùng kiếm dâm chết Archimedes. 





(I). Cuộc chiến kéo dài tit пат 218 đến пат 201 YN. gita các vựng Тау vå 
Dîng Dia Trung На 










, 
Thế ki XIX là thời ki Một thê giới 
\ế kí XIX là thời ki ° ° 
của những tư tưởng cách phi Euclid 
mạng trong chính tri, nghệ 
thuật, khoa học cũng như sự phát triển của những hình học 
phi Euclid trong toán hoc. Những khám phá vé hinh học phi 
Euclid đã đánh dấu sự khởi đầu của toán hoc hiện đại, cũng 
giống như trường phái hội họa tritu tượng đã đánh dấu sự khởi 


đầu của nghệ thuật hiện đại. 


Trong suốt thời kì này, hình học hypebol (một trong số các 
hình học phi Euclid) đã được phát minh một cách độc lập bởi 
nhà toán học người Nga Nicolai Lobachevsky (1793 - 1856) và 
nhà toán học người Hungary Johann Bolyai (1802 - 1860). 





Một thiết kế rritu n&mg của mû hinh hinh hoc hypebol Poincaré. 


Chúng ta thấy rằng hinh hoc hypebol, giếng nhu những 
hình học phi Euclid khác, mô tả các tính chất hoàn toàn xa 
lạ bởi mỗi khi nghe nhắc đến hình học, chúng ta thường nghĩ 
ngay đến hình học Euclid. 
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Chẳng hạn, trong hinh học hypebol, đường không đơn giản là 
thẳng và các đường song song không cách đều nhau đù chúng 
cũng không giao nhau, bởi vì chúng chỉ tiệm cận nhau ma 
chôi. Khi nghiên cứu chỉ tiết các hình học phi Euclid, người 
ta thấy rằng chúng quả thực có thể đưa ra những mô tả chính 
xác hen về các hiện tượng trong vñ rrụ của chúng ta. Kết quả 
là nhung thế cidi khác hình thành tại nơi mà các hình hoc này 
có thé tòn гл. 


Một thế giới nhu vậy là mû hình do nhà toán học người 
Pháp Henri Poincaré (1854 — 1912) tạo ra. Vũ trụ tưởng tượng 
của ông bị giới hạn bởi một vòng tròn (hay hình dung đó là 
một khối cầu nếu là trong không gian ba chiêu) có nhiệt độ 
ở tâm là C? tuyệt đối. Khi một người di chuyển ra khói tâm, 
nhiệt độ xung quanh tăng lén. Giá sử rằng các vật thé và cu 
dàn sống tại thế giới này không hé cảm nhận được sự thay dài 
nhiệt độ, nhưng kích thu& của mỗi vật đều thay đối khi nó di 
chuyển. Trên thực tế, mỗi vàt và cơ thể sống trở nên to hon 
khi nó tiến gần đến tâm và nhỏ lại tương ứng như vậy khi nó 
tiến ra biên, Vì moi thứ đều thay đổi kích cỡ, nën một người sẽ 
không biết và không thể kiểm tra được sự thay doi kích thước 
này. Điều đó có nghĩa là bước chân của một nyu sẽ ngắn hon 
khi người đó tiến lại biên và 
nhu vậy, người đó sẽ không D Е 
ở gần đường biên hơn so với 
гї: khi tiến ku bién. Hiện 
tượng này lam cho thế giới 
hiện ra là vô cùng và ở đây AN 
khoảng cách ngắn nhất giữa 
hai điểm là một đường cong, 
vì để di từ А đến B thì số 


bước chân sé ít hơn (vì dó 


đài bước chân lớn hơn) nếu chúng ta di chuyển lại gần tâm 
theo một đường cong. Đây là thế giới mà trong đó các cạnh của 
tam giác sẽ là các đoạn cong, như tam giác ABC trong hinh vê. 
Thậm chí, các đường song song nhìn cũng sẽ khác. Đường DCE 
song song với đường AB vì chúng không bao giờ cắt nhau. 


Thế giới của Poincaré có thể miều tả chính thế giới mà 
chúng ta đang sống, Nếu chúng ta nhìn vào vi trí của minh 
trong vũ trụ và nếu chúng ta có thể đi lại những khoảng cách 
đo bằng năm ánh sáng, thi có lẽ chúng ra có thể khám phá ra 
những thay đổi trong kích thước cơ thể mình. Trong thuyết 
tương đối của Einstein, chiều dài của một chiếc thước ngắn lại 
khi nó có tốc độ bằng với tóc độ ánh sáng. 


Poincaré là một nhà tu tu£mg 
độc dao. Su đa dang trong các 
chủ dé mà ông giẳng dạy khi 
là giáo sư tai trường Đại học 
Sorbonne ở Paris (từ năm 188] 
đến năm 1912) đã chứng minh 
cho nhận định này. Các công 
trình và ý tưởng của ông bao 
trùm nhiều chủ dë như điện 


học, lí thuyết thế, thủy động 





lực học, nhiệt động lực học, 


xác suất, cơ học thiên thể, 


Henri Poincaré 


chuỗi phân kì, khai triển tiệm 

cận, các bất biến tích phân, sự ổn định quỹ đạo, hinh dạng của 
các thiên thể và nhiều ngành khoa học khác. Có thể khẳng 
định rằng những công trình của ông đã khơi nguồn tư tưởng 
toán học của thế kỉ XX. 










Dan pháo và 
các kim tu tháp 


Сас số chính phương, 
số kim tự tháp và tổng 
của chúng có thể sử dụng 
để xác định số lượng đạn pháo trong 

một kim tự tháp đáy hình vuông. 


Ç+ 29 5 7 9 
Các số lé © 000 00000 0000000 900000000 
- 1 4 9 16 72 
Cac số chinh. phuong 2143 2445 =9+7 — -1649 





Ban hãy tìm hiểu các mô hình của những só trên. 
Có bao nhiêu quả dan pháo trong khôi hình dưới? 














Duong concóit 
cúa Nicomedes 





Thông thường, việc 
tìm kiếm lời giải cho hài 
toán nào đó dẫn đến việc 
tìm ra những khái niệm và khám phá mới. Ba hài toán dựng 
hình nổi tiếng thời cổ đại: cha ba một góc (chia một góc thành 
ba góc bằng nhau), nhân đôi khói lập phutng (dựng một khối lập 
phương có thể tích gấp hai lần thể tích một khối lập phương 
cho trước) và саи phướng hinh tron (dựng một hình vuông có 
điện tích bằng diện tích của một hình tròn cho trước) đã khơi 
dày nhiều suy ngẫm toán học. Kết quà là rất nhiêu ý tưởng 
đã được khám phá nhằm giải quyết các bài toán trên. Mặc dù 
người ta đã chứng minh được rằng ba bài toán cổ này là không 
thể giải được nếu chỉ dùng thuk kê và compa, nhưng chúng có 
thể giải được bằng những phương tiện khác mà một trong số 
đó là đường cencóit. 


Concóit là một trong số các đường cong thời cổ đại do Nicomedes 
(khoảng năm 200 tr.C.N) nghi ra và dùng để nhân đôi khối lập 
phương và chia ba một góc. 
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PE dựng một điểng concóit, ta bắt đâu với dưng tháng L vå 
điểm P (gọi là cuc) Кё các tia di qua P và cắt L. Đánh dấu một 
khuuảng cách a có định trên mỗi tia vừa kë. Chế tích các điểm пау 
chinh là đường comcôit. Độ cong của duimg сопсбй phụ thuộc vào 
trưng quan độ lm của a và b, tiic là a = b, a < b, hay a > b. Phương 
trình ở tọa độ cực của đường concóit là т = a + b sec. 
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Để chia ba P, ta dựng tam giác vuông QPR sao cho P là một 
góc спа hình vuông đó. Vẽ một đường concóit với cực P và 
đường OR chính là đường tháng có dinh L. Chọn khoáng cách 
cố định từ đường thẳng QR là 2h, trong đó h = | PR | Tại điểm 
R, dựng đoạn thẳng RS L QR, điểm S nằm trên đường concônt. 
Khi đó, OPT có độ lớn bằng một phần ha OPR. 





ammm 





-  — a m = am = =... ни ни ни на чи не 


Gọi M là trung điểm của TS, khi đó | RM | = h vì ASRT là 


tam giác vuông, nên trung điểm của cạnh huyền cách đều hai 
đỉnh nóc nhọn của nó. 


R = Š = k? vì AMRS cân tại M. | MS | = | MR | = h. 
М; = 2k?, do M; là góc ngoài của A SMR. 
Ngoài ra, Мз = Pa = 2k9 vì | MR |= | PR | = h. 


Р; = S; = k9 vì PQ // RS (do các đoạn РО và SR là đồng 
phẳng và cùng vuông góc với đường thắng QR). 


Vì vậy, QPR = X? và U/XOPR) = К = Р; 


Như vậy, chúng ta dà chia ba duoc QPR. 






Nút ba lá 





[hit nút là một việc làm 
quen thuộc với hầu hết chúng 
ta kể từ khi chúng ta thành thạo việc thắt dây giày. Tất nhiên, 
thắt nút có thể là một nghệ thuật, đặc biệt khi chúng ta nhìn 
một thủy thủ chàng buộc dày trên thuyén. Nhưng chủ dé về 
các nút thắt cũng là một ý rưởng toán học trong chuyên ngành 
tô-pô. Chúng hình thành một lĩnh vực tương đối mới. Điều quan 
trọng nhất đã được chứng minh về các nút thắt cho đến nay là 


một nut thất không thé tôn tai (rong không gian lớn hon ba chiêu. 


Cách tạo nút ba lá 


Dé tạo một nut ba là nhu hình dưới, bạn hãy lấy một dải 
eidv đài và xoắn nó 3 lần nửa vòng. Nối hai đầu của nó lại với 
nhau bằng băng dính. Dùng kéo cắt theo đường nằm giữa hai 
mép đọc theo toàn bộ dải giấy đó. Sau khi cắt xong, bạn sẽ 


nhận được một bàng giấy mới với nút ba lá trong đó. 












Ma phương cua | | 
Benjamin Franklin | , P Boo reg 

njamin Franklin 
đặc trưng bởi một 
loat các tính chất kì lạ khác nhau ngoài những tính chất thông 
thường của một ma phuong? Trong ma phương này của Ông, 
mỗi hàng có rồng các số bằng 260. Mỗi một nửa hàng có tổng 
các số là 130. Mỗi đường chéo gấp khúc tô sam gồm bốn số ở 
đoạn đi lên và bốn số ở đoạn đi xuống có tổng các số trên đó 
bằng 260. Tổng của bón số bất ki cách đều tâm ma phương 
là 130, Tổng của bốn số ở bốn góc với bốn số ở trung tâm ma 
Phương là 260. Và rổng của bốn số trong một hình vuông nhỏ 
2 x 2 bất kì là 130. 





(|). Xem тиг Ma phương (trang М) 












ô tỉ 
và định lí 
Pythagoras 









Số vô tỉ là sẽ không the 
biếu diễn được dưới dạng 
một số thập phân hữu hạn 


hoặc tuần hoàn. 
Vt dụ: 
V2; V3; V5; x ; v48: е; 4235, (p... 


Khi chúng ta muón viết một số vô tí dưới dang thập phân, 
nó sẽ là một số thập phân vô hạn không tuần hoàn. 


N2 = 1,41421356.. 

V235 = 15,3297097... 

л = 1141592653. 

е x 271828182. 

(0 > 1,61803398... — tî lệ vàng. 


Hàng nghìn nam nay, các nhà toán hoc đã phát minh ra 
nhiều phiking pháp để có được хар xi thập phân của số vô ti 
chính xác h.m nữa. Nhờ sử dụng các siêu máy tính và các chuỗi 
x) vô han, các xàp xi này có thể được tìm ra đến mức độ chính 
xác như người tính mong muốn. Nhìn lại quãng thời gian và 
những nỗ luc đã hé ra dé nghĩ ra những phương pháp này, ta 
sẽ phát ngạc nhiên vi vị trí chính xác trên đường thẳng thuc 
của rất nhiều số và tỉ có ché được tìm ra nhờ định lí Pythagoras 
tuyệt điệu. Các nhà toán học Hy Lạp cổ đại đã chứng minh 
định lí Pyrhagoras" và dùng nó để dựng các độ dài vô ti một 
cách chính xác. 

П) Хет muc Định lf Pythagoras (trang 5) Chủ $ rằng só z và e không thế т 


Лок nõu chí dung thước kê và compa, vî ngoài tiệc là Xí vô tỉ chúng con lu сас 
м) SU Viet. 


Dé xác định vị trí của V2, ҮЗ, V4, V5, Уб, V7, NB... trên 
đường thẳng thực, ta dựng các tam giác vuông với cạnh huyền 
có độ dài bằng những số này. Sau đó, dùng compa đo và vẽ một 
cung tròn để tìm vị trí của nó trên đường thẳng thực như minh 
họa bên dưới. 











Như ở trơng hình vẽ 

này mô tả, để dung độ 
dài V52, người ta có thể 
dừng các độ dài VSI và 1, 
hoặc tm một cách dựng 
sử dựng các độ dài khác, 
chẳng hạn như 7 và N3 






| Só nguyên tó 
Một số được goi là ngưyên 
tố nếu nó là số tự nhiên lớn 


hơn 1 và chỉ có hai ước số là 1 và chính nó. 
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Vào lúc 9 giờ tối ngày 30 thang 10 năm 1978, con số trên 
(xem hình vẽ) là số nguyên tố lớn nhất được biết đến cho tới 
thời khác đó. Sau 1800 giờ máy tính tính toán, Laura Nickel 
và Curt Noll (hai học sinh Phổ thông Trung học ở Hayward, 
California) dà tim ra số nguyên tố 27? — 1. Tiếp tục tìm kiếm 
một mình, Curt Noll đã khám phá ra số nguyên tế lớn hơn, 
số LS- | một vài thắng sau đó. Vào tháng 5 năm 1979, Harry 
Nelson tai Livermore Lab" tìm ra số nguyên tố còn lớn hơn số 
của Noll rất nhiều, 2# — 1. 


Mặc dù các máy tính ngày nay đã được lập trình để xác định 
các số nguyên tố, nhưng nhà toán học Hy Lạp Eratosthenes 
(275 - 194 tr.C.N) mới chính là người đã phát minh ra kĩ thuật 


(1). Phòng thí nghiệm nghiền ati khoa học do Dai học Califemia thành lap. 


sàng số nguyên tế để tìm ra các sò nguyên tô nhỏ hơn một số 
cho trước. Bảng dưới đây có các số được khoanh tròn là những 
sô nguyên tế nhó hơn 100. 


Sàng Fratossthenes 


G) X б) < CD) < X < 
KKK (17) < (9) X 
M OX жж > 09) XI 
X ж 34 3€ GT) Ж Xí ж 
м жож (47) < ж 
5 55 56 Xú Ж (so) sd 
)ж 3X жи ж (9) xa 
) 33⁄4 B& ж «C R (30) Số 
fegato tet. ya 
Các bước sàng số nguyên tố: 
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l) Số lbi bỏ di vi theo dinh nghĩa nó không phải là số nguyên tó. 
, 2) Khoanh số 2 nó là số nguyên tố dương chăn nhỏ nhát. Sau 

đo, ba di tût cả các số chăn, vi chứng đều là bội của 2. 

3) Khamh 50 3 ó nguyên tổ tiếp theo. Bó di tût cả các số là 
hói cua 3. Một số số có thể đã bị gạch bỏ rôi, vi chúng 
cũng là bội của 2, 

4) Khoanh xố tiếp theo, số 5. Gạch bỏ tất cả các bội số của 5. 

5) Tiếp tục quá trình cho đến khi tất cá các số từ 1 dén 100 
đều hoặc duoc khoanh, hoặc da bị gạch bỏ. 







Hình chữ 
nhật vàng 


Hình chữ nhật vàng là một 
đối tượng toán học tuyệt đẹp và 
rất thú vị, vượt ra ngoài cả lĩnh 
vực toán học. Được tìm thấy trong nghệ thuật, kiến trúc, tự 
nhiên và thậm chí trong quáng cáo, mức độ phổ biến của nó 
không phải là một sự tình cờ. Các kiểm tra tâm lí đã chỉ ra rằng 
hình chữ nhật vàng là một trong số những hình chữ nhật nhìn 
dé chịu nhất đối với mắt của con người. 


Các kiến trúc su Hy Lạp cổ đại thé kỉ V tr.C.N đã nhận thức 
vé tác dung tao ra tính hài hòa, cân dêi của hình chữ nhật vàng. 
Đến thờ Parthenon là ứng dụng đầu tiên của nó trong kiến 
trúc. Người Hy Lạp cổ đại đã có kiến thức về tỉ lệ vàng, cách 
xây dung, xấp xi nó và cà cách dùng nó để dung hình chữ nhật 
vàng. Tỉ lệ vàng, Ө (phi), không phải ngẫu nhiên là ba chữ cái 
đầu tiên của Phidias, nhà điêu khác Hy Lap nổi tiếng. Phidias 
được cho là đã dùng tỉ lệ 
vàng và hình chữ nhật 
vàng trong các tác phẩm 
của mình. Các môn dó 
của Pythagoras hắn đã 
chọn hình sao năm cánh 





là biểu tượng vé cấp bậc =- `...” 
của họ vì mối quan hệ Đến thở Parthenon ở Aten, Ну Lap. 


của nó với tỉ lệ vàng. 


Bên cạnh những ánh hưởng trong kiến trúc, hình chữ nhật 
vàng cũng hiện diện trong hội họa. Trong bản luận De Divina 
Proporticone (Về các tỉ lệ than thánh) năm 1509 của Luca Pacioli, 
Leonardo da Vinci đã minh họa tỉ lệ vàng cho phác tháo về cơ 
thể người. Việc sử dụng tỉ lệ vàng trong hội họa được nhắc đến 
như là ki thuật về cán đối động. 






Albrecht Dürer,George Seurat, Pierter Mondrian, Leonardo da 
Vinci, Salvador Dali, George Bellows đều sử dụng hinh chữ nhật 


vàng trong một số tác phẩm của ho dé tạo ra sự cần dói động. 





Bức tranh Bathers (Nhimg nmi tdm sóng) của họa si trường phái 3n tượng 


George Seurat. Có ba ti lệ vàng trong bức tranh. 


Khi số trung bình nhân được xác định trên đoạn thẳng AC 
cho trước, tỉ lệ vàng được lập nên bằng công thức trung bình 
nhàn như sau: 


(I AC|/ |AB ) = (| AB | / | BC j), 
khi đó | AB | là tỉ lệ vàng. 


A B c 











(I) Dé хас dmh gut trị của t lû vang, пй ta phái giai pêng trinh 
(1/3) = (x/(-x)). trung dò x =| АВ} AC | = L cûn | BC | 2 (Lx) Ti lệ vàng 
| АС|/| ABlhoac| AB|/| BC | e hằng |(Ì + 5) 2] 16 
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Khi một đoạn thang đã được chia theo tỉ lệ vàng, sẽ dễ dàng 
dựng được hình chữ nhật vàng nhu sau: 


l) 


pu Zu ^1 

B (E F 
I l t 
I I | 
1 I i 
) I і 
|| ( I 
l 1 I 
ì 1 I 
ì ) 


B 


Cho đoạn thẳng АС, trong đó B chia đoạn AC thành 
d lệ vàng. Dựng hình vuông ABED. 


Dựng đoạn CF vuông góc với AC. 


Р TRE m T pran 4 ¬ 
Kéo dài tia DE sao cho tia DE giao tia CF tại điềm F. 
Khi đó, ADFC là một hình chữ nhật vàng. 


Mat hình chữ nhật vàng cũng có thể dựng được mà không 
cần ti lè vàng bằng cách sau: 


1) 
2) 


4) 


б) 


р M С Ë 


E 
à N B 


Dung một hình vuông bàt kì, ABCD. 
Chia đôi hình vuông với đoạn thẳng MN. 


M~ 
Dùng compa vẽ cung EC bàng cách lấy tâm là N và 


bán kính là | CN |. 

Kéo dài tia AB cho đến khi nó giao cung vừa vë tại điểm E. 
—> 

Kéo dài tia DC. 

Dựng đoạn thẳng EF vuông góc với đoạn AE sao cho 


и 0 LE | „ Š ЧЕГ 1 
tia DC giao tia EF tai diém F. Khi dó, ADFE là mót 
hinh chü nhàt vàng. 


Hinh chữ nhật vàng cũng tự snh. Nếu có hinh chữ nhật 
vàng ABCD, hình chữ nhật vàng ЕСОГ có thể dë dàng dựng 
được bằng cách vẽ hình vuông ABEE. Sau đó, hình chữ vàng 
DGHF dựng được bằng cách vẽ hình vuông ECOH. Quá trình 


này có thể tiếp tục mãi mài. 
5 с | | | 
mE | 4 LI 
Dung dày vô hạn các hình chữ nhật vàng lóng nhau này, ta 
có thể vẽ được đường xodn óc đẳng giác (còn được gọi là đưểng 
xoăn óc lógarit). Sử dung compa và các hình vuông của những 
hình chữ nhật vàng, vẽ các cung là một phần tư đường tròn nội 


tiếp trong những hình vuông đó. Các cung này sẽ hình thành 
đường xoắn óc đẳng giác. 


CHU Y: 

Hình chữ nhật vàng liên tiếp sinh та 
các hình chữ nhật vàng khác, da đó kết quả 
nhận dux là dường xoắn ốc đẳng giác. 
Diém giao của các đưềng chéo nhu trong 
hinh vé là cuc, hay tâm của duimg xoắn ûc. 

O là tâm cua đường xoắn ûc. 

Bán kah của 1те xoấn óc là một doan 
thẳng có một đâu тш là О, dau mut соп 
lai là một điểm bất kì trên dutmg хойт ốc. 





` 

Lit y rằng mỗi tiếp tuyến tại một điểm trên đường xoắn ốc cùng 
udi bán kính tại điểm đó tao nên một góc, ví dụ góc T PO. Đường 
xoắn ốc là đẳng giác nếu tất cả các góc như váy đều bằng nhau. 


Nó còn được gọi là đường xoắn ốc lôgarit bởi vì nó lớn lên 
theo tỉ lệ nhân, tức là lũy thừa của một số nào đó, trong đó lũy 
thừa hay số mũ chính là tên gọi khác cho lôgarit. 

Duóng xoắn ốc đẳng giác là loại xoắn ốc duy nhất không 
thay đổi hình dang khi lớn lên. 

Trong tự nhiên có rất nhiều dạng hình kín: hình vuông, lục 
giác, hình tròn, tam giác. Hình chữ nhật vàng và đường xoắn Ốc 
đẳng giác là hai trong số những hình dễ nhìn nhất về mặt thẩm 
mi. Dấu ấn của đường xoắn ốc và hình chữ nhật vàng được 
tìm thấy ở sao biển, vỏ sò, con cúc, ốc anh vũ, sự sắp xếp của 
những hạt giống, quả thông, quả dứa và thậm chí là quả trứng. 

Thú vị không kém là cách thức tỉ lệ vàng liên hệ với dãy số 
Fibonacci. Giới hạn của dày số gồm các tỉ lệ của hai số liên tiếp 
nhau trong day Fibonacci — (l; l 2; X 5 & 13,...; 
[F4 1 + F, 2È...) — là một tỉ lệ vàng, ө. 





1,1, 2; 3, 5, 8; D, 21, Mi, Fn , o 

1 12 3 5 8 BD Zl] 34 En 

1; 2; 1,5; 1,6; 1,625; 1615384; 1,619047; ... 
1+ V5 

= x 1,6 

т 2 


Bên cạnh sự hiện điện trong nghệ thuật, kiến trúc và tu 
nhiên, hình chữ nhật vàng ngày nay thậm chí còn được dùng 
trong quảng cáo và buôn bán. Rất nhiều công-ten-nơ đựng 
hàng có hình dạng giống hình chữ nhật vàng nhằm thu hút 
được thị hiếu thẩm mĩ của công chúng. Trên thực tế, các thẻ tín 
dụng tiêu chuẩn cũng gần như là một hình chữ nhật vàng. 

Hinh chữ nhật vàng còn liên quan với các ý tưởng toán học 
khác nữa, chẳng hạn như chuỗi vô hạn, đại số, thập giác đều 
nói tiếp, các khối Platon, các đường xoắn ốc đẳng giác và lôgarit, 
giới hạn, tam giác vàng và những hình sao năm cánh. 
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Tạo một tri-tetra 
flexaaon 





Theo nghĩa rộng 
thì các flexagon có 
thé coi nhi là một 
loại xếp hình tô-pô. Chúng là những hình được tạo ra từ mệt 
mảnh giấy có nhiều mat khác nhau, có thể xem được sau mệt 
số các bước gập. 


Manh giấy bên dưới được gọi là một tri-tetra flexagon. Tri 
(tức là 3) là số các mặt, còn tetra (tức là 3) là sò các canh cúa nó. 
MAT TRƯỚC 


Bước 2 
Rước 3 


Pas giờ, û mặt trước rất cả các số đều là 2, còn 
Ó mật sau tất cả các số đều là 1. 

Ре cac số 3 hiện га, gập cong dọc theo nếp 
giày ngang. 
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Tim kiém vó han 
trong hüu han 


Ban có thé hinh 
dung vô han là gì 
không! Và hạn là 
một lượng không bao giờ hết. Khái niệm vô hạn thật khó nắm 
bắt. Chúng ta có ché dë dàng hiểu được số 7 miều tà 7 quả táo 
và số một tỉ (viết là 1 000 COO О) có thể mô tả số lượng hat 
cát trong một chiếc bình. Nhung một lượng vô hạn là không 
có kết thúc. Có một cách rất lí thú để cảm nhận vô hạn, đó là 
bạn hãy cám một chiếc gương xoay trực tiếp trước một chiếc 
gương khác lớn hơn. Những gi bạn thấy sẽ là một chiếc gương 
ở hên trong một chiếc gương bên trong một chiếc gương bên 
trong một chiếc ương... không bao giờ kết thúc. 


Rất nhiều người nghi rằng một lượng vô hạn phải chiếm 
một khoảng không gian rộng lớn, nhưng trèn đoạn thing AB 
nhỏ hé này, A... В cùng có vô hạn điểm. 


Để chứng minh diéu này, chứng ta sử dụng kháng định sac 
Gita hai điểm bit kì luôn tìm duoc một diem thứ ba, Vì vậy, rêu 
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điểm А và điểm В nằm trên một doan thẳng, thì ta có thể tìm das 
điểm C ở gita chung. Sau đó, giữa А và C lại có một điểm khác, 
cung như giữa В và C tên tại một điểm khác chúng. (Quá trình tìm 
điểm mới gita hai điểm bût kì keo dài mãi mãi, «à vây có vô han 
điềm trên đoạn thẳng AB. 


Một cách khác để miêu tả một lượng vò hạn là sử dụng câu 
chuyện vë chú ho chét. 


Chú bọ сла Half muốn nhảy gua căn phóng. Bạn спа nó bác 
rằng nó se không bao giờ tû dự phía bên kia nếu nó kı ki se 
chỉ nluiy các quãng bằng 4 quảng đường còn lai. Bọ het Half 
сат doan nó sẽ nháy qua bến loa phòng không có van dé gi cả. 
Ран tiên, nó nháy Û khoảng cách hai phia cua căn phòng, sau dó 
+ khoang cách cờn lai, rồi lại 4 khoáng cách con lai tiép theo và 
cứ tiếp tuc nhu thé Mạc dà nó rất gûn vớ phia hên kia rôi, nhung 
nó vûn cứ phái tán theo quy tắc da hứa: mbi quang no nhảy phải 
băng -- quang đường còn lại Во chét Half cưới củng cũng nhận ra 
rằng së luôn còn lại một khoảng cách mà nó phải nhảy tới ung 
đó. Và điều này se tiếp мс mài иши, trừ khi nó bó cuộc. 


Như vậy, dù cho vô hạn là một lượng không bao giờ hết 

` A: x ^ +. AT ` ˆ £ ^ ^ 2 А 

và không thé nhận biết được bằng một số, nhưng nó có thể bi 

chứa trong một không gian гат nhỏ cũng nhu trong mót không 
gian rât lớn. 
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чә ^s 
EVE Nàm khói 
Các khói Platon là những Pla ton 
khối đa diện lỗi có các cạnh tao 
nên các đa giác phẳng đều. Chỉ 


tôn tai näm loại khôi như vậy. 


Từ “khối” dùng để chỉ một vật thể ba chiều bất kì như 
tang đá, hạt đậu, hình cầu, kim tự tháp, một cái hộp hay khối 
lap phương. Có một nhóm các khối đặc biệt gọi là khối đa diện 
đều do nhà triết hoc người Hy Lap Plato khám phá ra vào thời 
cô đạt, Mòr khôi được gọi là khối đa diện 
fèu nếu các mặt спа ná có hình dạng 
như nhau và bằng nhau. Như vậy, khối 
lần phương là một khối da diện đều vì 
(АТ cả các mặt của nó là các hình vuông 
bằng nhau; còn chiếc hộp bèn phải đây (xem hinh vẽ) không 
phải là khối da diện đầu, vì các mặt của nó không phải là 
những hinh chữ nhật bằng nhau. Plato đã chứng minh rằng chỉ 
tồn tại năm loại khói đa diện lôi. Chúng là tt điện, lập phương 
hay khối lục điện (khối sáu mặt), khối bát điện (khối tam mặt), khôi 


mười hai mar và khói hai mudi má. 


Tứ diện Lập phương 


Khối bát diện 


khối mười hai mặt Khôi hai mươi mặt 
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[Mới dày là những màu hinh để tao thành năm khó: da 
diện đều. Bạn hãy thử sao chép lại rồi cát ra và gập chúng 
thanh các khối ba chiều tương ứng nhé! 


Tử diện 


Lập phương 


Khôi bát diện 


Khối hai mươi mặt 


Khối mười hai mặt 





Phương pháp kim tự thắp 
là một trong các phương 
pháp được dùng để xây dựng 
các ma phương bậc lé. Ví dụ 
dưới dày sẽ minh hoa cách 
tạo ma phương 5 x 5. 


Các bước: 








Phương pháp 

kim tự tháp 
để tạo các 
ma phương 









1) Lån luc đạt các số tit 1 tói 25 vào hình vuông chiếc hóp 


chéo nhu trong hinh ve. 


2) Хар xếp lại các số ndm ngoài hinh vuông cua ma plug 


vao tị tri tung ing trong ma phurmg (các số màu trắng 


là các số da được di chuyên). 


EBBEIEDEBE 
= |ы] шмш] | 





m 


x 
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Các khói | s 
Kepler-Poinsot z ue каро: К ám 

phá ra nàm khói Platon 
(tứ diện, lập phương, bát 
điện, khói mười hai mặt, khối hai mươi mặt) và Archimedes 
khám phá ra các khói Archimedes, nhung bốn loại khối không 
lỗi dưới đây vẫn chưa được thế giới cổ đại biết tới. Kepler là 
người đã khám phá ra hai khối vào đầu những năm 1600, còn 
Louis Poinsot (1777 - 1859) khám phá lại hai khói này và thêm 
hai khói nữa vào năm 1809. Các khối này của họ giờ đây thường 
được sử dụng để làm các thiết bị chiếu sắng và chao đèn. 


Khối mười hai mặt Khối mười hai mặt 
hình sao nhỏ hình sao lớn 





Khối mười hai mặt lớn Khối hai mươi mặt lớn 







Hình bên dưới trông giống 
như một đường xoắn ӧс, nhưng 
những kiểm tra ki lưỡng 
hơn cho thấy nó dux tạo bởi các đường tròn đồng tâm. Khái 
niệm don vị hướng là do Tién si James Fraser nghĩ ra và làn 
đầu tiên duc mô tả trên rap chí British Јомтаі of Psychology 
vào tháng | năm 1908. Nó thường ducc gọi là hiệu ứng dây xoắn. 
Hai sgi dày có mau tuong phản được xoắn lại với nhau để tạo 
thanh một dày duy nhất. Sau đó, si dày này được đặt lên trên 
những nền khác nhau. Anh ảo giác thu được thuyết phục tới mức 
прау cả việc ve ra các đường tròn đồng tâm để phá di ảo giác vê 


đường xoắn óc cũng là một việc khó khăn. 













Khói hai muoi 
màt và hinh 
chữ nhật vàng 


Hình chữ nhật vàng 
hiện diện ở rất nhiều 
lĩnh vực của cuộc sống 
chúng ta — kiến trúc, 
hội họa, tự nhiên, khoa học, cũng như là trong toán học. Cuốn 
sách De Divina Proportime (Về сас tî lệ thản thánh) của Luca 
Paoioli (được Leonardo da Vinci minh họa năm 1509) đã giới 
thiệu những ví dụ tuyệt vời về tỉ lệ vàng trong mặt phẳng và 
hinh hoc khối. Khôi hình bën dưới là một trong số đó. Ở đầy, 
ba hình chữ nhật vàng giao nhau một cách đối xứng và mỗi 
hình vuông góc với hai hình còn lại. Góc giữa các hình chữ 


nhật này bằng với mười hai góc của khối hai mươi mặt đều. 
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Nghich lí cúa Zeno. 
Nghich lí Achilles 
và chú rùa 






Các nghich lí 
đều rất thú vị, vui 
và là một phần 
quan trọng trong 
toán học. Chúng cho thấy rõ tầm quan trọng của việc phát 
biểu và chứng minh các ý tưởng một cách cần thận sao cho 
không có s hó nào. Trong toán học, chúng ta luôn cố gắng tạo 
ra các ý tưởng bao phủ được càng nhiêu khía cạnh càng tốt, 
tức là chúng ta cố gắng tổng quát hóa một khái niệm và từ đó 
ứng dụng nó cho nhiều đối tượng hơn. Tổng quát hóa là quan 
trọng, nhung nó cũng có thể là một việc làm nguy hiểm. Phải 
tiến hành một cách thận trọng. Một só nghịch lí dưới đây thể 


hiện sự nguy hiềm nói trên. 





Vào thế kỉ V tr.C.N, Zeno, vận dụng kiến thức của ông về 
vô hạn, các dày và các tổng riêng đã phát minh ra nghịch lí nổi 


tiếng sau đây. Ong giá thiết rằng trong một cuộc chạy đua với 


Achilles, chú rùa duoc cho xuất phát ở phía trước cách Achilles 
1000 mét. Giả sử Achilles chạy nhanh gấp 10 lần chú rùa. Khi 
cuộc đua bắt đầu, Achilles chạy được 1000 mét đầu tiên thì chú 
rùa đã chạy được 100 mét ở phía trước. Khi Achilles chạy được 
100 mét tiến theo thì chú rùa cũng chạy thêm được 10 mét nita. 


Zeno lập luận rằng Achilles sẽ tiếp tục tiến sát chú rùa, 
nhung sẽ không bao giờ đuổi kịp nó. Liệu ông có đúng không? 
Nếu Achilles có thể đuổi kịp chú rùa thì tại thời điểm nào của 
cuộc đua điều đó sẽ xûy ra? 


Xem câu trả lời ở phân Lời giải và đáp án, mục Nghịch lí 
Achilles và chú rùa. 


Nghịch lí của Eublides và Zeno 


Nhà triết học Hy Lạp Eublides lí luận rằng người ta sẽ 
không thể nào có được một đếng cắt. Ông nói rằng một hạt 
cát thì dí nhiên không tạo thành một đống cát được. Và nếu 
người ta chủ thêm một hạt cát nữa vào, thì chúng (hai hạt cat) 
cũng không làm nên đống cát. Như vậy, ông kết luận nếu hạn 
không có sẵn một đống cát và nếu bằng cách thêm một hạt cắt 
vào những gi bạn có, bạn vẫn không có một đếng cát, thì ban 
sẽ không bao giờ có một đống cát cả. 


Cùng với lí luận tương tự, Zeno nhìn vào các điểm trên một 
đoạn thẳng. Ông lập luận rằng nếu một điểm không có chiều 
đài (tức chiều dài bằng 0), thì cộng thêm một điểm nữa vào 
chúng vẫn không có chiều dài. Vì vậy, người ta sẽ không bao 
giờ nhận được một vật có kích thước chỉ bằng cách hợp các 
điểm lại với nhau. Nhưng sau đó ông lại lập luận rằng nếu một 
điểm có chiều dài, thì một đoạn thẳng sẽ là dài vô hạn, bởi nó 
chứa vô hạn điểm trên đỏ. 







Toán học là một kho 
báu những ý tưởng hấp dẫn. 
Định lí đặc biệt sau đây 
được nhà toán học Pháp Blaise Pascal (1623 - 1662) chứng minh 
khi ông mới 16 tuổi. Ong gọi nó là hình lục giác thần bí. 





Nêu một hình luc giác nói tiếp trong một diémg cơn, thì các 


giao diem của các сар canh doi điện thắng hàng nhau 










Cáu dó vë 
các dónq xu 


Bạn hãy đảo ngược tam 
giác đồng xu này xuống phía 
dưới bằng cách đấy lẫn lượt 
từng đồng xu một đến vi trí mới sao cho nó luôn tiếp xúc với 





hai đông xu khác. 


So lan di chuyen à nhật là 3 
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Lát mát phẳng 





Lát mặt phẳng có 
nghĩa là phủ mặt phẳng 
bằng những hình lát phẳng sao cho không có khe hở và không 
xếp chồng lên nhau. Giả sử đã có sin các hình lát, người ta có 
thé dùng toán học để xét xem chúng có thể lát mặt phẳng được 
hay không mà không cần xếp lên mặt phẳng. Để hiểu rõ vấn 
dé này, ra cần phái biết đến một mệnh dé toán học, đó là dé 
ve được một đường tròn, ta phải quay compa một góc 3609. 


Bằng kiến thức trên và một số kiến thức hình học khác, 
chúng ta hày xét hài toán lát mặt phẳng bằng các ngũ giác đều. 
Nga giác dèu có năm cạnh bằng nhau và пат góc bằng nhau. 
DX tim độ lớn các góc của ngũ giác, ta chia ná thành các tam 
giác như hình minh họa. Tổng các góc trong của mỗi cam giác 
bằng 1809. Tất cả năm tam giác đều bằng nhau Vì các cạnh và 
góc tương ứng của chúng bằng nhau. Lúc này, chúng ta có thể 
xác định các góc của ngũ giác là 
1089. Do đó, khi xếp các ngũ giác 
bằng nhau sát cạnh nhau thì trên 
mặt phẳng sẽ có khe há vì các ngũ 
giác không thể xếp dày một góc 
360° (108° + 108? + 108? = 324°). 





36° 


Khe hở 
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Bây giờ, chúng ta hãy thử lát mặt phẳng bằng các tam giác 
đều. Mỗi góc của tam giác đều là 609, Như vậy, có thể xếp sáu 
tam giác đều bằng nhau sát cạnh nhau và chúng sẽ làm dày 
một góc 360°, 


Còn nếu dùng các hình vuông, lục giác, bát giác hay tổ hợp 
các hinh thi có thể lát mặt phẳng được không? Dưới dày là 
hình minh họa của một số mẫu lát mặt phẳng. 





Bằng cách tương tự, không gian cũng có thể “lát”, tức là xếp 
dày bằng các khối ba chiều. Khối hình bên dưới là khối bát 
điện cụt. Chúng là đa điện Archimedes duy nhất có thê xếp đầy 
không gian mà không đề lại khe hở và không сап kết hợp bất 


ki khói hinh nào khác. 





Hoa si người Hà Lan nói tiếng M.C. Escher đã ứng dụng 
nhiều khát niệm hình học vào các tác phẩm của minh như: 
dài Móbius, đường trắc địa, hình học xạ ảnh, ánh ảo giác, ram 
giác không thể, nút ha lá, lát mặt phẳng. Một số tác phẩm của 
Ông sử dụng các cách lát nên hiến hình rất thú vị do chỉnh ông 
nghi ra nhu Metamorphosis (Sự bién. đôi), Horse man (Мий ngua), 
Smaller and. Smaller (Nhỏ lưới và пло hm nia), Square Limit (Giót 
hạn tông), Circle Limit (Gidi hạn (топ). Ngoài hội họa, nghiền 
cứu các ứng dụng của “lat” không gian cũng là mối quan tầm 
đặc Мес của kiến trúc, thiết kế nội thất và đóng gói hàng hóa 


trong thương mại. 












Cáu dó cúa 
Diophantus 





Diophantus được mệnh danh 
là cha đẻ của đại số. Những 
thông tin mà chúng ta biết 
được về cuộc đời ông cho đến nay rất ít ôi, ngoại trừ việc ông 
sông vào khoảng thời vian тїї năm 100 đến 400 sC.N. Tuy 
nhiên, chúng ta lại biết thông tin về tuổi thọ nhờ сап dó đại 
số mà một trong số những người ngưỡng mộ ông đã sử dụng để 
miêu tả cuộc đời của ông. Câu dô như sau: 


- — ~ 
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Thu that йи cua Diophantus ben dit. 

{з cuộc dời tiếp then là thi thành nien. sói nói. 

Thêm T cuóc đời nua ông sống độc thân. 

Sau khi lập gia dinh diii 5 năm thi sinh một con trai. 
Nhung số mệnh chỉ cho cm sống bàng nita dời cha. 
Ong đã tử trấn 4 nam sau khi сот mát. 

Diophantus sóng bao nhiều nar Лау tnh cho ти. 


Xem đáp số ở phần Lời giải và đáp án. 









Bài toán Вау câu 
cầu Königsberg 
và tô-pô 


Tô-pê học bắt 
nguồn từ lời giải vào 
năm 1736 của một 
bài toán nổi tiếng - 
bài toán Вау cây cẩu 
Königsberg. 


Königsberg” là một thành phố bên sông Preger, bao gồm 
hai dào, các phán của thành phó được nối với nhau bằng bày 
chiếc cầu. Dóng sóng Preger bao quanh hai hòn đảo của thành 
phố. Các cây cầu bắc từ bờ sông sang hai đảo, trong đó có một 










pem == 


— 
Вап dô của bài toán Вау cây cầu Königsberg. 


cầu trực пёр nối hai đảo với nhau. Người dàn thành phế 
Kónigsberg đã hình thành thói quen di dao vào ngày chủ nhật 
và nhân tiện đó thử tìm cách đi qua tất cả bảy cầu, nhưng mỗi 
cầu chỉ đi qua duy nhất một lần. Không ai tìm ra cách để đi được 
như vậy cho đến khi nhà toán học người Thụy Si Leonhard 


(1), Vào thé ki УШ, Königsberg là một thành phá cua mat Рис Ngày nay, nó 
thui Liền hạng Nga. 


Euler (1707 - 1783) biết đến câu chuyện này. Vào thời đó, Euler 
đang làm việc cho Nữ hoàng Nga Catherine Dé nhất tại 
St. Petersburg. Trong quá trình giải bài toán Bảy cây cầu Königsberg, 
Euler đã phát minh ra một chuyên ngành toán học mà ngày 
пау có tên gọi là tô-pô. Ông giải bài toán bằng cách dùng một 
lĩnh vực của tô-pô là đô thị. Sử dụng đồ thị, ông đã chứng minh 
được rằng di qua bảy cây cầu Kónigsberg sao cho mỗi câu chi di 


qua một lần là không thể được. 


Bài toán này cùng với 
lời giải của Euler đã khởi 
đầu cho việc nghiên cứu 
tô pê. Tó-pó hoc là lĩnh 
vực tương đối mới. Các 
nhà toán học thể ki XIX 
đã bắt dau đi sâu vào tô-pô 
cùng với những nghiên 
cứu vé các hình học phi 
Euclid khác. Chuyên luận 
đầu tiên về tó-pó được viết 


vào năm 1847. 





Euler 






Dà thị về cơ bản là biểu 


đồ mô tả của một bài toán. 
Dê thị mô tả bài toán Bay сйу cầu Königsberg được minh hoa 
trong hình dưới đây. 





Рё thi mà ta bai tun Bây cày cầu Kónigsberr. 


Một dó thị bao gồm các dinh và các cạnh. Dó thị gọi là di 
qua chất nếu có thể di qua tất cà các cạnh của nó sao cho mỗi 
cạnh đi qua đúng một lần, còn một đỉnh có thể đi qua nhiều 
lần. Biểu dó mô tả bài toán Bay cây cầu Kởnigsberg có các đỉnh 
là A, B, C, D. Bạn hãy chú ý số canh ở mỗi đỉnh: đỉnh A có 3 
cạnh, B có 5 canh, C có 3 cạnh và D có 3 cạnh. Vi tất cả chúng 
du có một số lẻ các cạnh nën chúng được goi là các dinh lê. 
Doh chẩn có một số chán các cạnh nhận nó làm một trong hui 
đầu mút. Euler dà phát hiện ra rất nhiễu tính chất vé số lượng 
các dinh chăn và đỉnh lễ của một đồ thị đi qua được. Đặc biệt, 
ông nhận ra rằng dé một đỉnh là lẻ, người ta sẽ phải bắt Чаи 
hoặc kết thúc đường đi tại đỉnh đó. Với phát hiện này, ông lập 
luận rằng vì một dê thị chỉ có một điểm bit đầu và một điểm 
kết thúc nên các đồ thi di qua được chỉ có hai đỉnh lẻ. Bài toán 
Bay сау cau Königsberg có bốn đỉnh lễ nên kết luận là không 
thể đi qua được. 
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Heg 
NIH 


Dó thị nao trong số các dê thị trên là di qua duoc (tức là có thể 
di qua hêt cả dó thị mà không cán lấp lại một đoạn nào) 


б | Í | 


ar 
ا اا‎ 


Вип có thể tim та đường di dua tût cả các của mà 
không cần плас bát chi lên không? Hày chứng minh 
lt. giii của mình bằng cách vè đồ thị 


130  wIÉM VU! TOAN HOL. 






Lich Aztec” 





Một trong nhüng công 
cụ tính toán quan trong và 
sớm nhất của loài người là lịch - một hệ thống dùng dé do và 
ghi lại thời gian đã trôi qua. Nhận thức được tự nhiên đã ban 
tặng cho con người bốn mùa đều đặn để tự chủ được nguồn 
lương thực cha mình, những người cổ đại đã cố gắng tìm ra 
тїбї tưởng quan giữa ngày Mặt Trời (thời gian Trái Đất quay 
quanh mình mộc vòng) năm Mặt Trời (thời gian Trái Đất quay 
một vòng quanh Mặt Trời) và tháng Mặt Trăng (thời gian Mặt 
Trăng quay mûr vòng quanh Trái Đất). Vi tháng Mặt Trăng là 
khoảng 29,5 ngày, trong khí nam Mặt Trời là 365 ngày 5 giờ 48 
phút và 46 giây, nên không thể có được một lượng tỉ lệ nguyên 
giữa tháng Мас Trang và năm Mặt Trời Đây là khó khăn 
chính trong việc phát triển lịch nhất quán. Ngay cả lịch hiện 
dùng спа chúng ta cũng không nhất quán, bởi năm đầu của thế 
kỉ mà không chia hết cho 400 (ví dụ 1700, 1800, 1900) sẽ mất di 


ngày nhuận của nó mặc dù đó là nám nhuận. 


Người Aztec có hai loại lịch, trong đó loai lịch tôn giáo 
không có hën quan gì với tháng Mat Trăng và năm Mặt Trời. 
Lịch này chí có ý nghĩa quan trọng đết vớt các buổi lễ tôn giáo 
và người Aztec sẽ thêm ngày sinh của họ theo lịch này vào tên 
mình. Lịch tôn giáo bao gồm 2Ô kí hiệu và 13 số luân phiên 
nhau trong một chu kì cố định gồm 260 ngày. Loại lịch thứ hai 
của ho dựa vào nông nghiệp, gồm có 365 ngày.” Những chuyền 
động có tính chu kì của các thiên thể đã cho phép người Aztec 
điều chỉnh lịch сда họ và dự đoán chính xác các hiện tượng 
như nhật thực và nguyệt thực. 


(1). Алес là một nên van minh trong khu vực của Mexico bắt diu tu näm 1248 
và kéo dài đến nām 152], 


(2) Ngư Aztec vay mum vất nhiều yếu tố, bạo gồm cá nhiều phan cua lh, từ 
các nên văn minh Totec «à Maya. 





Vào năm 1790, đá mặt trời Aztec, hay lịch bằng da, dà дщ 
phát hin khi người ta dang sửa chữa một thánh dume tại thành 
phố Mexico. Thánh атр này dix xây dựng tại «i trí của dén thờ 
Tenochtitlàn cổ dại hình kim tự tháp. Tâm dá hình trm có дир 
kinh 365m và nặng 26 tấn. Nó ghi lại lịch sử thê mới theo kiên thức 


ngành vu tru học cua người Aztec. 


Tai tâm của dá mặt trời là hình điều khác Thần Mat Trời 
(Tomatiuh), Kung quanh Than Mặt Trời là bốn mặt trời hay bón 
thê gidi trong vü tru (Hó, Ni, Gió, Миа hia), chỉ thói kì max: thời 
đại Aztec. O đây cim xuất hiện các biểu tung của sự chuyển động. 
Một vòng khác gốm 20 hinh chạm — cá sáu, gió, ngôi nhà, cơn (Лайл 
lån, cơn тап, cài chết, cm hu, thỏ, nus, chó, khí, có, cây say, con 
báo, dai bàng, cm kên kên, động đất, viên đá lita, mua, hoa — tung 
trung cho hai muti ngày của môt tháng Aztec. 
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= Bộ ba 
bát kha thi 


Vé dep cúa mót bài toán 
không nằm trong câu trả lời mà 
chính là ở phương pháp giải. Có 
nhung bài toán mà đáp án cuối cùng lại là không có lo: giải. Ó 
một khía canh nào đó, không có lời giải có vé như là một câu trả 
lời gây thất vọng, nhung chóng thường, quá trinh suy ngẫm dé 
có thể đi tới kết luận nhu ché lại rất hấp dẫn, chính trong quá 
trình này mới này sinh ra nhiều khám phá thú vị. Trường hợp 
ba bài toán nổi tiếng thời cổ đại cũng nhu vậy. 


Chiu ba mót góc - chia môt góc thành ba góc bang nhau. 


Nhân dn haah lập phương dung một hình lập phương có the 
tích gấp bai lần thể tích của một hình lập phương cho trước. 


Саи plnamu hình irim dựng một hình vuông có điện tích bằng 


điện tích một hình tròn cho trước. 


Ba bài toán trên dà thôi thúc sử rim tòi và khám phá toán 
Пос trong suốt hơn 2000 năm qua, cho đến khi chúng được xác 
định vào thế kỉ XIX là không thể gidi dux nếu chỉ dùng dud 
hing tà compa. Người ta dà suy luận được rằng thước thẳng chỉ 


có thé dùng để dung các đường có phương trình mô ta là tuyến 


Chú x yang mot thi unh (các phương trình bậc môt) ví 
Mã 00054 du nhu y = 3x 4. Compa thì lại chỉ 

| chua dó giống nhw € Ë 
Ший ke. có rhé dung các đường rròn và cung 





có phương rrinh mê tà là bậc hai, ví 
du x` + y = 25. Khi tổ hợp tuyến tính phương trình của hai loại 
trên thì phường trình nhận được có bậc lîn nhất là hac Trong 
khi đó, khi gu hu bài toán dựng hình trên bằng phuong pháp 
đại sò, các рае crình lại không phải là bậc một hay bậc hai 
mà là bậc ba hoặc có chứa số siêu việt. Do đó, chỉ với compa và 
thước thăng thì sẽ không thể giãi duoc chúng. 


Chia ba mót góc 

Các góc đặc biệt như góc 135? hay 90° có thé chia ba bằng 
compa và thước thẳng. Nhưng sẽ không thể chía ba một góc 
маг kì chỉ băng hai dụng cụ trên bởi phương trình giải bài toán 
khi viết duói dạng bậc ba là à? = 3a - 2b = 0. 





Nhân đôi hình lập phương 

Để nhân dói một hình lập phương (dựng hình lập phương 
mới có thể tích gấp đôi hình lập phương cho sắn), ta có thể 
nhân đôi chiêu dài cạnh của nó. Nhung cách này làm cho thé 
tích của hình lập phương táng lên gấp 8 lẫn. 


Thé tích của hành lập рите 


cân nhân đôi = a. à 


a 
Để nhân đôi hình lập phương trên, ta cần dựng một lập 


phương có thể tích là Za’. 
x? = 2a, suy ra x = a2 
Một lần nữa chúng ra lại đi tới một 


hình lập phương mà khong thé dung x 
được với chỉ một compa và thước thẳng. x 
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Cầu phương hình tròn 

Cho một hình tròn bán kính là r, diện tích của nó sẽ là лт“. 

Như vậy, chúng ta cần dựng một hình vuông có điện tích 
là xr. 

x^ = pr^, nén x = гул. Vì m là một số siêu việt, nên không 
thé hiểu diễn được nó dưới dang một số hữu han các phép 
tính hữu tỉ và nghiệm thực, vì vậy đường tròn không thể cầu 
phương được chỉ với compa và thước thẳng. 


x 


X 


Dü ba bài toán thời cổ đại trên là không thể dựng được chỉ 
với compa và thước thẳng, nhưng người ta đã sáng tạo ra những 
phương phấp và công cụ mới rất tài tình để giải quyết chúng. 
Điều quan trọng không kém là chúng đã thúc đẩy phát triển tư 
duy toán học nhiều thế kỉ qua. Đường concóit của Nicomedes, 
đường xoắn ốc của Archimedes, đường quadratrix của Hippias, 
các giao điện của mặt nón, các đường bậc ba, bậc bốn và một 
sô đường cong siêu việt khác là một số ý tưởng bắt nguồn từ ba 


hài toán dựng hình thời có đại này. 











Ma phuong 
của người _ 
Тау Tạng có đại 


Một ma phương 
kích thước 3 x 3 






nằm ở tâm con án 





của người Тау Tang 
thời có đại, đây là ví dụ cho rhấy tư tưởng toán học không bi 
giới hạn ở một quốc gia hay bất kì đường biên giới nào. Các số 


đếm xuất hiện trong ma phương này là: 
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Chu vi, điện tích 
và các chuói 
vó han 


Trong hình vẽ sau có 






vo xô ram giác déu. Mói 
ram giác bën trong có 
các đỉnh là trung điểm 


các cạnh của tam giác ngoại tiếp nó. Dë xác định tông chu vi 


của các tam giác, chúng ta xét chuỗi sau đây: 
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Nhìn vào trục số, ra có rhé xác định tổng của các phân së: 


L 02 
) 


1 
— —— ہق‎ 
—— ——— 
0 l 


кер 


Liu ý rằng mỗi mộc phân số tiếp theo thêm vào chuỗi số 
này sẻ lam cổng riến gần 1 hơn, nhung по së không bao giữ vượt 
quá L Vi thé, chuối số này có tổng bằng 1. 


Bây gio, bạn có thé bán khoăn kết luận trên sẽ giúp chüng 
tà tìm tổng chu vi của các tam giác như thế nào. Đầu tiên, hãy 
liệt kê chu vi của mỗi tam giấc: 

is xe: cL». у. 45. 15- D» 1D - D. cw 
лз, и aing” ii Nx MESE RAE t 
2 4 8 16 3 64 126 
Cóng các s& crong dày trén dé rim tóng chu vi các tam giác: 


0 + 15 15 15 3ا ر‎ 15 15 aes 


2 4 8 16 3 64 128 


Rút thừa số chung, ta có: 


Же ki ke чы Кр ze d 2) 


8 16 3 м RB 
Thay 1 vào giá trị têng của chuỗi số trong biểu thức trên, ta 
thu được: 


45 + 15 (1) = 45+ 15 = 60 (dày chính là chu vi cán tìm). 


Hê xác dinh tổng diện tích các tam giác là một thử thách. 
z ж? м LEE ` „ a? Е > ^5 > Ж xu A^ ` 
Bạn có thé sẽ phải tìm hiểu thêm về tổng của một chuỗi số võ 
hạn mới. 
(D Cac ша tri nay hac tim bằng cách dừng một dinh lí trong hinh lục nlue saw 
Doan thắng nói trung điểm hai cạnh cua môt tam giic ca dû dar bang mứt nyu 
canh dồi dim тр 






Bai toán Ban co 





Neu hai ô vuông 
ở hai gốc đối diện 
của bàn cờ bị bỏ đi, thi có thể dùng các quân dó-mi-nó để xếp 


kín bàn cờ này được không? 


Già sử mỗi quân dó-mi-nó có kích thước bằng hai ô vuông 
cạnh nhau trong bàn cờ. Сас quân đô-mi-nô không được phép 


xếp chồng lên nhau mà phải nam trên mặt phẳng của bàn cờ. 


nan nen 


Xem câu trả lời của bài toán Bàn cờ ở phần Lời giải và đáp án. 


















Máy tính 


Blaise Pascal (1623 1662) là 


mót nhà toán hoc, nhà khoa 


cua Pascal 





học nói tiếng của nước Pháp. 
Ong được vinh danh bởi rất nhiều khám phá khoa học và toán 
học li thuyết như lí thuyết xác suất, lí thuyết vé chất lêng và 
áp suất chất löng. Ngoài ra, Pascal còn phát minh chiếc máy 
tính (hình bên dưới) khi mới mười tắm tuổi. Với chiếc máy này, 
người ta có thể cộng các cột số đài. Phát minh này của ông đã 
đưa ra các quy tắc cơ bản làm nën tẳng cho các máy tính hiện 


đại прау nav. 










Isaac Newton 
và các phép 
tính vi tích phán 





(1642 


- 1727) là một trong 


Isaac Newton 


những người phát minh 






ra các phép rính vi tích 
phản và thuyết hấp dẫn. Dü là một thiên tài toán học, nhưng ông 
lại cống hiến phần lớn cuộc đời cho việc nghiên cứu thần hoc. 
Năm 1665, trường đại học nơi ông giảng dạy tai Cambridge phải 
đóng cửa vì bệnh dịch hạch. Ông ở nhà trong suốt thời gian này 
và đã phát triển các phép tính vi tích phân, hình thành thuyết 
vạn vật hấp dẫn và làm việc với nhiều vấn để vật lí khác. Thật 


đáng пёс, 39 пат sau các công trình của ông mới được công bó. 


q 


Đây là một trong những bản nháp của Newten biểu điền 


tác động của luc hấp dan trên một quy dao hình dip. 
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Các phép tính 
vi tích phán 
cua Nhát Bàn 


Chúng ta cán hiểu rằng 
toán hoc phát triển trong 
các nên văn hóa khác 
nhau ở khắp nơi trên thế 
giới. Chẳng hạn như Seki Kowa, một nhà toán học người Nhật 
thé kỉ XVII, nổi tiếng với việc phát triển các phép tính vi tích 
phân của Nhật Bản. Phép tính vị tích phân của ông còn được 
goi là yenri (nguyên lí hình tròn). Hình dưới dày được một học 
trò của Seki Kowa vẽ vào năm 1670. Nó thé hiện cách đo diện 
tích hình tròn bằng cách cộng một chuỗi các hình chữ nhật 
lại với nhau. 
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Nghệ thuật suy luận có 
liên quan đến mọi khía cạnh 
của đời sống chúng ta, từ việc 
hạn quyết định sẽ ăn gì, cách thức dùng bản đề, mua quà gì 
cho tới việc chứng minh một định lí hình học. Таг cả các loại 
kĩ nang và kĩ thuật đều được đưa vào để giải quyết vấn đề. Chỉ 
một sai lầm duy nhất trong quá trình suy luận cũng có thể dẫn 
đến những kết quả tại hại và kì cục. Chẳng hạn, nếu bạn là 
một lập trình viên, ban có thể bỏ sót một hước và dẫn đến vòng 
lập vô han. Cà lé ai trong chúng ta cũng đã từng chấc chán vé 
những giải rhích, lời giải hay chứng minh để rồi sau đó lại phát 
hiện ra mình nhằm lẫn? Trong toán học, chis cho O là một lỗi 
phó biến có thể gây nên những kết quà dị thường 


m> 


chứng minh 1 = 2 sau dày. Ban có thé tìm thấy lõi ở đâu không! 


| 22? 


Nếu a = b và b, a > 0, thì 1 = 2. 
Chứng minh: 


nhu rrong 


lu b>0 gii thiết 

Jaz-b ріл thiết 

3) ab = b° nhài hước 2 với b. 

4) ab — a =- a trừ hai «ё của bước 3 cho a. 
5a(b-a)=(b+u)(b- а) phán uch biết 4 thành thừa sô. 
6) a = (b + a) chiahaivt va Pic 5cho(b—a). 
7)a=a+a hệ quả сыа buic 2 và bw 6 
8) a = 2a tổng hai só bang nhau ở wx 7. 
9) | => chia hai vê ở bước 8 cho u. 


Xem lỗi trong chứng minh 1 = 2 ở phần Iời giải và đáp án. 
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Sự đổi xứng 
trong các tinh thể 


Có vô vàn 
những mẫu hình và 
sự đối xứng trong 
các hiện tượng tự nhiên. Năm 1912, nhà vật lí Max Von Laue 
đã chiếu tia X-quang xuyên qua một tỉnh thể сам lên trên một 
tấm phim. Các điểm tối xuất hiện hoàn toàn đối xứng với nhau, 
chúng được nói lai với nhau để tạo thành thiết kế đưới dày. Vi 
trí của các điểm có liên quan đến tính đối xứng của tỉnh thể, 










Toán hoc 
trong ám nhac 


Am nhac và toán hoc 
có mốt liên hệ với nhau. C 
thời kì trung cổ, các chương 
trình giáo dục trong nhà trường luôn bao góm đại số, hình học, 
thiên văn học và âm nhạc. Các máy tính hiện đại ngày nay 
cũng đang minh chứng cho sự gắn bó đó. 


Kí âm là lĩnh vực đầu tiên và rõ ràng nhất cho thấy sự ảnh 
hưởng của toán học tới âm nhac. Trong một bản nhạc, chúng 
ta thấy có ki hiệu nhịp độ (nhịp 4 : 4, nhịp 3: 4..), các phách 
trong một û nhịp, các nöt tròn (nốt một phách), nőt trắng (nốt 
+ phách), nốt đen (nốt T phách), nőt móc đơn (nốt x phách), 
nốt móc kép (nốt ra phach),.. Viết nhạc để vừa vặn nối nhạc 
vào một б nhịp cũng giống như quá trình tìm mẫu số chung 

các nốt có độ dài ngắn khác nhau phải được sắp vừa vặn 
vào Ó nhịp theo một nhịp điệu nhất định. Ấy vậy mà các nhà 
soạn nhạc vẫn có thể sang tác âm nhạc phù hợp với nhau thật 
tuyệt vời mà không hé gượng ép trong cấu trúc cứng nhắc của 
bản nhạc. Khi phân tích một tác phẩm đã hoàn thiện, ta thấy 
mỗi nhịp có một số lượng phách nhất định, bao góm rất nhiều 
nốt nhạc có độ dài ngắn khác nhau theo ý muốn người soạn. 


Ngoài môi quan hệ rō ràng 
của toan học với bản nhạc, Am 
nhạc còn có mối liên hệ với các tỉ 
lệ, các då thị hàm mũ, hàm tuần 
hoàn và khoa học máy tính. Với 
các tỉ lẹ, các môn đồ của Pythagoras 
(585 - 400 rr. C.N) là những người 
đầu rién kết hợp âm nhạc và toán 
học lại với nhau. Họ khám phá ra 





mỗi quan hệ giữa sự hòa âm trong 












âm nhạc và các số nguyên khi 
thấy rằng âm thanh phát ra bởi 
một sợi dây đàn phụ thuộc vào 
độ dài của dây. Họ cũng nhận 
thấy những dây căng đều nhau 
có chiều đài tỉ lệ theo các tỉ lệ 
nguyên sẽ phát ra âm thanh du 
đương. Trên thực tế có thể biểu 
điền mỗi sự kết hợp hài hòa của 
các dây được gẩy như là một ti 
lệ của các số nguyên. Bằng cách 
tăng chiều dài của dây theo các tỉ 
lë nguyên, có thể tạo ra toàn bộ 
thang âm. Ví dụ, bắt đầu với một sợi dây tạo ra nốt Đô (C), khi 
đó a ; de đài của Dó cho ta nốt 5i (B), z 59 đài nốt Đô cho ta 
La A З + độ đài nốt Dó cho nốt Son (G), > của Dê cho nêt Fa 
(F), Ê nốt Đô cho ta nốt Mi (E), 16 nốt Đô cho ta nốt Ке (D), 

và + độ đài nốt Đô cho ta nốt Da thấp hơn (cách nốt Dó ban 
đầu một quãng tám). 





Bạn đã bao giờ tự hỏi tại sao chiếc dàn dương cẩm có hình 
đáng như vậy không! Thuc tế có rất 
nhiều dụng cụ âm nhạc có hình dáng Y 
và cấu trúc liên quan đến các khái 
niệm toán học. Hàm số mũ và đồ thị 
của nó là ví dụ. Đường hàm mũ là dó 
thị của hàm số có dang y = kX, trong 
đó k > O. Ví du nhu y = 2X. Dé thị của š 
nó có dáng nhu hinh vë bën. | x 


Các dụng cụ âm nhac là đàn dây 
hoặc cấu tạo từ các cột khí phản ánh hình dáng của đường 
hàm mũ trong cấu trúc của chúng. 





Việc nghiên cứu bản chất của âm thanh đạt tới đỉnh cao của 
nó với công trình của nhà toán hoc thế kỉ XIX John Fourier. 
Ông đã chứng minh tất cả các âm của âm nhạc, dù là khí nhạc 
hay thanh nhạc, đều có thể biểu diễn được bởi các biểu thức 
toán học có dạng tổng của các hàm sin tuần hoàn. Mỗi âm có 
ba đặc tính: cường độ, âm lượng và âm sắc để phân biệt nó với 


các âm khác. 
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Các đường hàm mû ducc tạo та bởi các dây của cây dàn duong 
cám và các ông của dàn organ, 


Phát hiện của Fourier cho phép người ta biểu diễn và phân 
biệt âm thanh bằng ba tính chất trên của chúng. Cường dà liên 
quan đến tần số của đường cong, âm lượng liên quan đến biên 


độ, còn âm sắc liên quan đến đạng hàm tuần hoàn. 


Nếu không có hiểu biết về khía cạnh toán hoc trong âm 
nhạc thì sự tiến bộ trong việc ứng dụng máy tính vào soạn nhạc 
và thiết kế các nhạc cụ sẽ là điều không thể. Các khám phá 
toán học mà cụ thể là các hàm tuần hoàn là yếu tố thiết yếu 
trong thiết kế nhạc cụ ngày nay và trong thiết kế các máy tính 
có trang bị âm thanh. Rất nhiều nhà sàn xuất nhạc cụ so sánh 
đồ thị âm thanh tuần hoàn của các sản phẩm với dó thị lí tưởng 
của các nhạc cụ tương ứng. Độ trung thực của âm thanh điện tử 
cũng gắn bó chặt chẽ với các đồ thị tuần hoàn. Các nhà soạn 
nhạc và các nhà toán học sẽ vẫn tiếp tục đóng những vai trò 
quan trọng trong sáng tác và san xuất âm nhạc. 
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Biểu då này mình họa một dày dàn dao động rừng phån và toàn phần. Dao động 
dà: nhất xác định cường độ, còn những dao động nhỏ hun tạo ra sự hóa âm. 










Số 
Palindrome 


Một palindrome là một từ, 
môt câu thơ hay một số... mà doc 
ngược hay xuôi đều giống nhau. 


Ví dụ như: 

(1) madam, Tm Adam 

(2) dad 

(3) Ю 233 XI 

(4) "Able was l ere I saw Elba" 


Có một sự kì lạ thú vị về những con số như sau: 


Lấy một số tự nhiên bất kì Cộng nó tới số tạo thành bằng cách 
ідо nguk các chữ 50 của nó. Cộng thêm vào tổng này số đảo ngu 
của tổng. Tiếp tực quá trinh này cho đến khi bạn có йс một 50 


palindrome. 


Liệu có phải ta se luôn nhận đc một số palindrome hay không? 


1284 
+ 4821 
6105 
T 5016 
11121 
12111 










Nghịch lí về 
bài kiểm tra 
bêt ngờ 


Một giáo viên thông báo 
sẽ có hài kiểm tra vào một 
trong пат ngày di học tuần 
tới, nhưng lại nói cho cả lớp 
biết rằng: "Các bạn sẽ không biết kiểm tra vào ngày nào cho 
đến khi các bạn nhận được thông tin lúc 8h sáng của ngày có 


bài kiểm tra lúc Ih chiều”. 


Cuối cùng là không có bài kiểm tra, bạn có thể giải thích 
tại sao không? 


ІЕМ TRA 2222 
2 T3 T 


12 T5 





Xem giải thích cho nghịch lí về bài kiểm tra bất ngờ 


ở phân Lời giat và дар án. 






Bài toán 
viết bằng chữ 
hình nêm cú 
người Babvlon 


Nưười Babylon có lẽ đã 





tiếp thu hình thức viết trên 





bản đất sét và chữ hinh 





nêm (có hình cái nêm) của 





những người vùng Lưỡng 
Hà bởi thời đó, những giấy viết như giấy cói chẳng hạn đều 
không có sẵn. Hệ thống số đếm của họ là hệ đếm theo vị trí cơ 
số 60 với hai kí hiệu: Ycho số 1 và cho số 10. Y<= 60 x 10 = 600. 
Các ghi chép trên bản đất sét cho thấy dấu vết của những tinh 
toán phức tạp mà họ có thể thực hiện được với hệ thống số của 
mình. Bài toán dưới đây và lời giải của nó được người Babylon 
viết vào triều đại của Vua Hammurabi (khoảng năm 1700 tr.C.N). 


Bài toán đề cập đến các chiều dài, chiều rộng và diện tích. 








МЕМ 11 IOAN Hox 191 






Đường xoắn ốc 
của Archimedes 





Duung xoắn бс xuất 
hiện rất nhiều trong 
thế giới tự nhiên như 
cây leo, vỏ ốc, hiện tượng vòi rồng, bão tấp, quả thông, dải 
Ngân Hà, các xoáy nước,... 





Đường xoắn ốc Archimedes là một đường xoắn dc hai chiều. 
Có một cách để hình dung nó nhu sau: giả sử có một chủ sầu 
bò trên đường tháng di qua tam của đường xoắn ốc. Chú sàu bò 
với vận tốc không đổi trên đường thẳng còn đường thẳng thì 
quay đều xung quanh tâm đường xoắn ốc. Đường bò của chú 
sâu trên mặt phẳng sẽ là đường xoắn ốc Archimedes. 
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2 
"pm Su phát trién 
бї tớ nhimg thiên thé ? z z 2 

wong vu tru nói chưng tà cua cac y tưởng 
wi sao chổi nói riêng thì toán học 
khoáng thi gian XXX mm 
không co ¥ nghĩa gì cá. Nó chua bằng một giây trong quá trình hinh 
thành Ми dài сна vù trụ, Nhung các bạn, cũng nhu tôi — môt nhà 
toán hoc — Аби biết răng doi vú cơn ngwi chúng tà thì 3000 năm 
là một khoảng thời gian vất lớn. 


Наттагоп, 1892 


Chúng ca thường dë đàng quên di mất một sự thật толп 
học Г một chuỗi tiến hóa của các ý tưởng, bắt đầu với những 
phát hiện sớm nhất của ngudi rien sử về việc chia thức an và 
khám phá của họ vé khát niệm số, Mõi một sự đóng góp, dù là 
nhỏ đến đâu, cũng đều rất quan rrọng đối với quá trình phát 
ruen tu tưởng toán hoc. Мот số nhà toán học đã dành cả đời 
mình để nghiên cứu mor ý tưởng duy nhất trong khí những 
người khác lại da dang hóa những nghiên cứu của họ. Chẳng 
lan, chúng ta hãy cùng nhìn một cách tổng quan vào nhá mình 
phát triển của hình học Euclid. Các ý tưởng hình học được 
khám phá bởi rất nhiều người trong suốt thời có đại. Thales 
(640 546 (TUN) được xem là người dàu tiên tiếp cûn một cách 
logic các ý maing hình hoc. Những nun Khác trong 300 năm 
tiếp theo đã khám phá ra hầu hết những dì chúng ta hoc trong 
môn Hình học ở Phó chóng hiện nav. Khoảng năm 300 tr. CN, 
Euclid dà suu tập và tế chức lại cóc v tướng hình học hình 
thanh cit eric cho tới lúc đó. Đó quà là một công việc không 
lò. One bièn soạn tất cả những kiến thức này thành một hệ 
chồng toán hoc được biết đến duci cái tên hình học и. Trong 
bộ sach The Elements (С ban) cá mình, ông sắp xếp kiến thức 


s20 cho chúng di theo một mach phát triển logic. Bộ sách The 


Elements, được viết hon 2000 năm trước đây, chưa thể là một hệ 
thống toán hoàn hảo dưới cái nhìn của các nhà toán học ngày 


nay, nhưng nó vẫn là một công trình khoa học phi thường. 





Apollonius, được truyền cảm hứng từ công trình của Euclid. 
Ча đóng góp thành quả nghiên cứu của minh cho toàn học 
trong lĩnh vực hình nón, thiên van hoc và đạn đạo học. linh 


trên là minh họa một trong những bài roán lí thú của ông: 


Cho Ра «то trin có dimh, 


hãy tìm một dmg trim пар xúc WA ca ba и tròn dó 


Hinh mình hoa trình bày tam đáp ап của bài toán này. 











Tó-pó hoc 
và bài toán 
Ban dó bón màu 


Với những người 
làm bản dê trước đây, 
tồn tại một quy luật 





chưa được chứng minh 
- đỏ là bản đồ trên mặt phẳng hoặc trên mặt cầu chỉ cần bón 
màu để ró và phân biệt các quốc gia với nhau. Năm 1976, hài 
toán Ban dó bón màu nổi tiếng đã được đặt dấu kết thúc với 
chứng minh bằng máy tính của K. Appel và W. Haken tại 
trường Dai hoc Illinois, Chicago, My. Nhưng chứng minh trên 
máy tính của ho sau đó vẫn tiếp tục không được thừa nhận. 


Nội dưng bài toán là: Chứng minh rằng chỉ cân tô 
bản đồ trên mat phẳng bằng bốn màu để các vùng 
lãnh thổ cạnh nhau có các màu khác nhat. 





Thay đổi đi một chút, chúng ta xét bài toán tô màu trên các 
mô hinh tô-pô khác mặt phẳng. Các nhà tô-pô học nghiên cứu 
những bề mặt có hình dáng tất lạ thường như hình bánh rắn, 
bánh quy xoắn, các mặt hình dài Möbius - với chúng một mặt 
cầu có thể biến thành mặt phẳng bằng cách đâm thủng một lỗ 
trên đó, sau đó kéo giãn rồi vuốt phẳng nó ra. Như vậy, về bản 
chất, số màu cần thiết để tô một mặt phẳng và một mặt cầu là 


nhu nhau. Tó-pó là lĩnh vực nghiền cứu các tính chat không 
thay đổi của vật thể khi vật bị biến dạng - giếng như miếng 
cao su bị kéo giãn hay co lại. Vậy những loại tính chất nào 
không thay đổi? Vì vật được phép biến dạng, nên tô-pô không 
thể nghiên cứu về kích thước, hình dạng hay các vật thể rắn. 
Một số đặc điểm mà các nhà tô-pô học tìm kiếm đó là vị trí 
của các điểm bën trong hay bèn ngoài một đường, số các mặt 
của vật thể, vật có phải là một đường cong kín hay không, số 
các vùng bên trong và bên ngoài của nó. Như vậy, dói với các 
đốt tượng tô pô mới này, tô màu bản dó là một vấn dë hoàn 
toàn khác bởi lời giải của bài toán bản dó bón màu không thể 
áp dụng cho chúng được. 


Bạn hãy thử tô màu 
các bản dó khác nhau 
trên giấy. Sau đó, biến tờ 
giấy đó thành dài Móbius 
(xoắn tờ giấy nửa vòng rồi 
dán hai đầu lại với nhau). 
Liệu bốn màu có đủ không? Không hẻ! Vậy số màu tối thiểu 
cần dùng để có thể tô màu bất kì bản dó nào là bao nhiêu? 
Cách dễ nhất để tìm ra dáp án là tưởng tượng ra một hình 
xuyến (trông giống như một chiếc bánh гап được tạo ra từ một 
mảnh giấy phẳng). Tô màu bản đồ trên một mặt của tờ giấy. 
Cuón nó thành một hinh trụ. Sau đó, hãy tưởng tượng là ta ибп 
cong hai đầu hình trụ lại để 
tạo thành hình xuyến. Bạn 
có thể xác định số màu ít 
nhất cần dùng để tô màu 
bản dê trên hình xuyến (bé 
mặt của chiếc bánh rán) là 
bao nhiêu không? 





Dài Móbius 





Hinh xuyén 











Hói hoa 
và sự cân 
dôi động 


(`ó rất nhiều hình đối xứng 
xuất hiện trong tự nhiên như 
hình спа những chiếc lá, những 
con Мп, cơ thể con пей, 
những hông tuyết. Nhưng cũng có vô vàn hinh dang trong tự 
nhiên không dôi xứng. Chúng ta hãy cùng xem hình các quả 


trứng, một bên cánh của con bướm, ốc anh vũ, hình con cá. 





Bic tranh € xenposren: uiti Үз, 1956, гас gi Митат 


Nahi та neu rằng 


Mondrian đã пер cận mỗi hức rranh sm Su trong các mẫu hình chữ nhật vàng 


Những hình không đối xứng này cũng sở hữu sự cân đối tuyệt 
đẹp trong hình đáng, được gọi là sự cân đối động. Chúng ta có 
thé tìm thấy hình dang của hình chữ nhật vàng" hay tỉ lệ vàng 
trong гаг cả các hình cân đối động. 


Việc ứng dụng tỉ lệ vàng và hình chữ nhật vàng trong hội 
hoa được goi là kĩ thuật của cân đối động. Albrecht Dürer, 
George Seurat, Pietter Mondrian, Leonardo da Vinci, Salvador 
Dali và George Bellows, tất cả các họa sĩ này đều dùng hình 
chữ nhật vàng trong tác phẩm của mình để tạo ra được sự сап 
đối động. 





Các hình trên thể hiện sự cán đối động của óc anh vũ, quả trứng, cảnh 
bướm và con cá. 


(|). Xem muc Hinh chữ nhật vàng 
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Các tập sau đây có bao 
nhiều phần tú: 


(a, b, ci? 
(4,5,6 4,1)? 
4 } А 

t 


Nếu ban trả li là 3, 5 và 0, chi tức là bạn đang mô tả luc 
lượng (số lượng các phần гї) của các tập hợp đó. 


Thế còn với tập hợp sau, han sẽ nát nó có bao nhiêu phán tử 


11, 2,3, 4 5}! 


Nếu ban trả lời là vô hạn phần tử, bạn đã nói không rõ ràng 
bởi có rất nhiều tập hợp vô hạn khác nhau. Trên thực tê, tồn 
tai một tập hop vô hạn các số cardinal (số chi lực lượng của một 


tập hợp) vô hạn, chúng được gọi là các số siêu hạn. 


Đúng như tên gọi của nó, số cardinal siêu hạn (vượt quá sự 
hữu hạn) là "56" má tả một lượng vô hạn. Không có số hữu 
hạn nào có thể mô tå thích dáng một tập hợp vô hạn. Hai tập 
hợp có thể biểu diễn bởi cùng mót số cardinal nếu các phần tử 
của tập này có thể phép cặp với các phản tử của tập kia sao cho 
không có phần tử nào bị bó sót trong mỗi tập. 


Ví dụ: 
a, b.c, d ` И 
| | | | | ; có luc lượng là 4. tức là có 4 phân tử trong mỗi tập. 
(1,2,3, 4) 
tập À = (L, 2, 3, 4, 5, (Tl ; 


MOD P. И С, 


Тар А và tập B có cùng lực lượng vì các phần tử của môi 
tập có thể phép cặp với nhau. Tuy nhiên, trông có vẻ như là 
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màu thuần khi mà tập А chứa các số không phải là số chính 
phuong nhưng không phần tử nào của nó bị bỏ sốt trong quá 
trình ghép cặp. 


Nhà toán hoc Đức thë kỉ XIX George Cantor đã giải quyết 
mâu thuẫn này hằng cách xây dựng một hệ số mới — hệ số dùng 
cho các tập hợp vó han. Ông lấy biểu tượng Ж (aleph - chữ cái 
đầu tiền trong bảng chữ cái Do Thái có) làm kí hiệu cho “số °“ 
các phàn ni của một tập vô han. Đặc biệt, Ng (aleph không), là 
sế nhỏ nhất trong số các số cardinal siêu Tin 


No mô tả số các phân tử trong: 


Các sê nguyên duong = 11.2, 3 4, 5,.., n„..) n 

Các só nguyên không âm = 40, 1, 2, 3 h 3 o И 

Сас 56 nguyên đương = {H, H2, +3, t4 t5.. n... mor SỐ 
Các xế nguyên âm = {-1, 2, -3,-4, 5„..-n,..! nguyên dương. 


Сас số nguyên = {.. -3.-2, LAL 2, 3...) 
Các số hữu ti. 


Tat cả các tập hợp trên và bất kì tập hợp nào khác có thể 
ghép cặp với các sð nguyên duong được coi là có số cardinal Ng. 


Những ví dụ bèn dưới chỉ ra cách thức lập tương ứng 1-1 giữa 
các số nguyèn đương. 


{1.2 345....n,...} các sô nguyên duong. 
Ce Ses о РЕ, các số nguyên không âm. 


"TỶ 3: 4; 5 6. 1 а Me . } các số nguyên duong. 


Eoo 


beh ub 2 ig ds 3. 4. 3. 2... баб вб HƯU tt. 
Лу? i 3 


3 








Biểu dó bën dưới cho thấy thứ tự sắp xếp các số hữu tỉ ở 
trong tập hợp phía trên. 


PEA >. 
Uil. Ah 154. 175 2 
P4 QE 


А ¬ Cantor dà phát minh ra 

Ph a Ph Wasa pheme pháp này nhằm 

3/1, 3/4, Mà 3/4, 3/5... sáp xếp các số hu tỉ theo 

АЛ, КЕРТ 4/4, 4/5... x: HUY yr ne dó: аша 

p" cho mỗi số hữu tỉ së xuất 

SH, 912, 5/3. 9/4, 5/5... hiên ở đâu đó trony chuỗi 
sáp xép nay. 


Cantor cũng phát triển một hé thếng số học hoàn chỉnh dé 
thao tắc với các số siêu hạn: 


No, R1, Хә, N5, Nọ,....n,.... 
Ông cũng chứng minh 


Ñ. < Ñ| < R2 < N3 < Ño<...<®h... 


và chứng minh thêm ràng ÑỊ mô tả lực lượng của tập hợp các 
số thực, các điểm trên một đường thẳng, các điểm trên mặt 
phẳng và các điểm của bất kì một phần nào trong không gian 
nhiều chiều hơn. 






Bài toán loqic 





Bài toán logic này xuất 
hiện trong những ghi chép 


từ thế kí ХУШ. 





Một ngudhi nóng dán cán mang theo một con dé, một cơn sói và 


một cây һар cải qua sóng. Chiếc thuyền của ông chỉ chỉ được ông 
cung tới cơn dé, hoặc соп sói hoặc cây Бар cải. Nếu ông chở con 
sỏi, thi con dé se ấn mất cây Бар cải. Nếu ông chở сау Бар cái, thi 
сот sôi lại ăn tht cơm dé. Chi khi nào có mat ông cùng ở do thì Бар 


cải và con dé ma không bị ăn. 


Vậy người nông dân phải chở tất cả qua sông như thế nào? 


Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án. 
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ане hing ё Đường 
A&mg nóng tu ^ ^ 
xuất phát tü hinh dang giống bóng tuyet 


hông tuyết khi nó được tạo 


! có tên gọi 


thành. Để tạo ra một đường bóng tuyết, ta bắt đầu với một 





tam giác đều (hình 1). Chia ba mỗi cạnh của nó. Trên mỗi đoạn 
giữa cúa từng cạnh, dựng một tam giác đều ra phía ngoài tam 
giác ban đầu (hình 2). Tiếp tục quá trinh này với mỗi mũi nhọn 
tam giác đều - chia ba các cạnh và vẽ thêm các mũi nhọn mới 
(hình 3). Đường bèng ruyết được sinh ra bởi quá trình lặp này. 


(l). Xem muc Fractal dé biết thêm dường tin. 
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Hinh Í 


Hình 2 


Hình 3 


Một đặc điểm la lung của đường bông tuyết là: điện tích 
cua то hữu hạn, nhưng chu vi của no băng vô cùng. 


Chu vi của đường bông tuyết không ngừng tăng lên đến vô 
cùng. Nó có thể được vë trên một mành giấy rất nhỏ bởi diện 
tích của nó la hữu hạn, chính xác là bằng lý diện tích của cam 
giác bạn đầu. 







Số 0 là số không thể 
thiếu trong hệ số đếm 
của chúng ta. Nhưng khi 

các hệ đếm được phát minh, chúng không bao gồm số 0 ngay 
từ ban đầu. Trên thực tế, hệ số đếm của người Ai Cập cổ đại 
không có, hay không đòi hỏi phải có số 0. 


` 


SỐ 0 CUA NGƯỜI BABYLON 
YY IN TY = 


= 7202 = 2(60) + 060) + 2 


káadá44¿244 


— 


SỐ 0 CỦA NGƯỜI MAYA 





i 


; ^ 
SỐ 0 TREN BAN TÍNH 





Vào khoảng năm 1700 tr.C.N, hệ số đếm theo vi trí cơ số 60 
hình thành. Người Babylon sử dụng chúng cung với lịch 360 
ngày của họ. Họ thực hiện những tính toán phức tạp với hệ 
só đó, nhưng không có kí hiệu nào cho số 0 được nghĩ ra. Một 
khoảng trống được bỏ lại trong con só, tượng trưng cho số 0. 
Khoảng năm 300 tr.C.N, người Babylon dùng kí hiệu sau cho số 0: 
ds. Các hệ số đếm Maya và Ấn Độ được phát minh sau hệ số 
đếm của người Babylon. Chúng là các hệ số đầu tiên sử dụng kí 
hiệu cho số O với chức năng vừa là số chỉ vị trí hàng, vừa là số 0. 









Dinh lí Pappus | - 
và câu dó chín POE Ташын 
A, В, C là các điểm nằm 

trên dường tháng lj còn 
D. E, F là những điểm 


năm trên dmg thẳng l; thi P, Q, R thẳng hàng. 








Áp dụng định lí Pappus để giải Câu đố chín đồng xu. 





Câu đố chín đồng xu: Нау sip xếp chin đồng xu ở tị trí nhu 
trơng hình vê trên (có tất cả 8 đường thẳng, môi dưỡng chia ba dûng 
хи) thành hinh có 10 diểmg thẳng, môi dưỡng thẳng chứa ba đồng xw. 


Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án. 






Vòng tròn 
ma thuật 
Nhật Ban 






Vòng tròn ma thuật Nhật Bản 
này là tác phẩm của Seki Kowa. 
Ông là nhà toán học người Nhật 
Bản thế ki XVII, người được vinh 
danh nhờ khám phá ra một dạng phép tính vi tích phần và các 
phép toán trên ma trận ứng dung trong giải hệ phương trình. 





Trong vòng tròn ma thuật, mỗi đường kính bao gồm các số 
có tổng bằng nhau. Phương pháp dùng để tạo vòng tròn này có 
nét giống như phương pháp mà nhà toán hoặc vĩ đại của thế giới 
Friedrich Gauss sử dụng để tính tổng 100 số tự nhiên đầu tiên. 


Chuyện kể rằng khi Gauss dang học Trung học cơ sû, một hôm 
thầy giáo та bài cho cả lớp tính tổng của 100 số tự nhiên dau tiên. 
Та cả các học sinh khác trong lớp déu cdm са thêm số vào cột để 
tính tổng theo cách tính truyền thống. Riêng Gauss thì ngồi suy nghi. 
Than dậy, tháy giáo nghi là Gauss dang mg móng nên yêu cẩu cậu 
bé bất tay vào làm bài. Gauss trả lời rằng cậu đã giải xomg bài toán. 
Tháy giáo bảo Gauss trình bày lời giải và Gauss dà trinh bày cách 
làm của mình. 


lr 1 


[ — TT. — | 
I+2+3+4+5+.. .+50 +5l+.. .+96+97+98+99+100 
Mom Mm J 


Gauss ghép cặp các số sao cho tổng của mỗi cặp là 101 và cậu bé thấy 
là có 50 сар nhu vậy. Vi thế, tổng sè là 50 x lôi = 5050. 
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Vòm trăc dia 
và su chung 
cất nước 


Các hình dạng hình hục 
có rất nhiều ứng dụng khác 
nhau vào những tình huống 
trong cuộc sống hàng ngày 
của con người, Ví dụ sau sẽ cho thấy sức mạnh ứng dụng của 
chúng. Trên hòn đảo Symi ngoài khơi Hy Lạp, noi mà mỗi một 
cụm chưng cất nước hình bán cầu hoạt động bằng năng lượng 
mặt trời cung cấp nước cho 4000 người dân trên đảo, mỗi người 
được khoảng gần 4 lít nước mỗi ngày. 


Sức nóng của mặt trời làm nước biển ở giữa hệ thống chưng 
cất bốc hơi. Sau đó, nước ngọt ngưng tụ ở dưới mái vòm hình 
cầu và lăn xuống các phía bèn cạnh rồi được hứng ở xung 
quanh cạnh của vòm cầu. 


ÁNH SANG МАТ TROL 


MAI VÒM TRẮC 
DIA TRONG SUÓT 






NƯỚC NGOT 
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Đường xoàn ốc 
- toán học và 
đi truyền 


Đường xoàn ốc là một 
đối tượng toán học hấp 


dân có liên quan đến 





nhiều lĩnh vực trong cuộc 
sóng chúng ta, chẳng han nhu trong cấu trúc gen, các mô bình 
tăng trưởng, sự vận động, trong thế giới tự nhiên và thế giới 
nhân tao. 


Để hiểu được đường xoắn ốc, ta can nhìn vào sự hình thành 
сол nó. Khi một nhóm các khối hình hộp chữ nhật giếng nhau 
được nåt với nhau theo chiều dac, thì một cột hình hộp chữ 
nhật duwe hinh thành. Thuc hiện quá trình tuong tự với сас 
khối hình chữ nhật mà một mặt được đặt xiên di. Khi đó cột sẽ 
un cong thành một đường tròn. Nhưng nếu một тас của mỗi 
khói hình chữ nhật bị cát chéo, thì cột se uốn cong xung quanh 
chính nó và tạo thành một đường xoán ӧс ba chiều. 


Các khói hình chữ nhà: 
bi cắt chéo tao thành mor 
Mach хайп két ADN dườmh xon дс ha chien 





Deoxyribonucleicacid, ADN = nhiễm sắc thé di truyền, được 
tạo thành từ hai mạch xoắn kép ba chiều như vậy. ADN có hai 
cột phán tử đường phôtphat xoắn xung quanh để hên kết các 
đơn vị phân tử xiên lai với nhau, giống như các khối hộp chữ 
nhậc bị cát xièn phía trên. 
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Có nhiều loại xoắn ûc. Trên thực tế, cột khối chữ nhật 
thẳng và cột có hinh tron có thể coi như là các trường hợp đặc 
biệt của đường xoắn ốc. Các đường xoắn ốc có thể xoắn theo 
chiều kim đồng hà (phía bên phản) hoặc ngược chiều kim dêng 
hó (phía bên trán). Đường xoắn ốc theo chiên kim đồng hó, ví 
Ju như cái mở nút chai, khi chiếu vào gương sẽ cho ta đường 
xoắn ốc ngược chiều kim dêng hà, 


Hinh ánh của các loại đường xoắn ốc 
hiện diện trong тат nhiều mặt cuộc sóng. 
Cầu thang uốn, đây cáp, ốc vít, bu lông, lò 
xo trong mấy sugi, dai óc, dày thùng và kẹo 
mút, tất cả đều là những xoắn ốc về bên trái 
hay bên phải. Các đường xoắn ốc nằm hình 
nón được gọt là đường xoắn ốc hình nón, 





A yu ^^ ^ r ^^ ^ " ` a к, 
có thể thấy chúng ở các ốc vít, lò xo giường 


và cầu thang thoái hình xoắn ốc do kiến Hình đạng của nnh 
trúc su rài ba Frank Llovd Wright thiết kế ở chế prochonte 


Viện Bão tàng Gurgenhein tài New York. 


Trong tự nhiên, chúng ta cũng tim thấy rất nhiều dang 
xoắn бе — sừng của các loài như linh dương, cừu đực, ki làn biển, 
động vật có vú; vi-rút; vú của ốc sên và các động vật thân mềm); 
trong ciu trúc thực vật сма thân cây như cuống hoa, bắp ngô, 
các loại hoa, quá thông, những chiếc lá... Dây rốn của con người 
cũng là ha đường хаап ốc xoắn với nhau gòm một tĩnh mạch 
và hai động mạch quấn về bên trái, 

Cũng không phải là bất thường nếu các đường xoắn ốc về 
bên trái và bên phải quấn vào nhau. Một cặp thực vật như 
vậy là cây kim ngân (quấn về bền trán) và giếng cây bìm bìm 
(quấn về bên phải, bao gòm cả bim bim hoa tía trong họ của 
nó). Chúng đã trở nên bất hủ nhờ đại văn hào Shakespeare với 
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vở kich A Midsummer Nights Dream (Giác mộng đêm he). Trong 
vở kịch, Hoàng hậu Titania nói với Bottom: “Hay ngủ đi chàng, 
ta sẽ vỗ vé chàng trong vòng tay... Giống nhu bim bim và kim 
ngân dịu dàng quấn vào nhau”. 


Quá trình vận động cũng là một lĩnh vực khác có sự tham 
gia của đường xoắn ốc. Hình ảnh về đường xoắn ốc được thấy 
à lốc xoáy, xoáy nước, mương nước, cách chạy lên chạy xuống 
thân cây của con sóc và dường bay hình xoắn ốc theo chiều kim 
đồng hê của loài doi sống ở các động Carlsbad tại New Mexico. 





Cay kim ngân 


Cx vit 





Một dày leo Ló xo 


Phát hiện vé sự liên quan của đường xoắn óc với phân 
tử ADN giải thích cho sự tham gia của chúng vào nhiều 
linh vực đến vậy. Bản thân các hình dang khác nhau của 
đường xoắn ốc và các mô hình phát triển trong tự nhiên 
chịu sự quy định của mã di truyền, vì thể đường xoắn óc sẽ 
mãi mãi xuất hiện ngày càng nhiều trong thế giới tự nhiên. 






Đường thần kì 





Vào những năm 1900, 
Claude F. Bragdon đã 
khám phá ra cách dùng các ma phương để tạo thành những 
mẫu hình nghệ thuật đẹp mắt. Ong phát hiện ra rằng nếu các 
sû trong ma phương được nói với nhau theo thứ tự liên tiếp 
trong dày số tự nhiên, chúng sẽ hình thành các mẫu hình thú 
vị có тёп gọi là đường than kì. Thực tế, đường thân kì không 
phải là một đường, mà là họa tiết nhận được sau khi nối các số. 
Khi các họa tiết này được tô màu sáng tối, chúng tao nên một 
số thiết kế rất độc đáo. Vến là một kiến trúc sư nên Bragdon 
da dùng các đường thần kì do mình khám phá để trang trí kiến 


trúc và thiết kế dó họa của các cuón sách cũng nhu vải vóc. 


Đường thần kì à Lạc 
thự, ma phướng sớm 
nhất die biết đến. 
Nó xuất hiện ở Trung 
Quốc vào năm 2200 


(TUN. 





Phëmg thân kì ở та рта nûm 
[514 của Albrecht Dürer 









ғ ` 
= Toán hoc và 
[At cả chúng ta đều đã ki А” А 

ев Ë ien truc 
quen với rất nhiều hình 
đạng toán học được dùng 
trong kiến trúc như hình vuông, hình chữ nhật, hình chóp và 
hình cầu. Nhưng một só công trình kiến trúc lại được thiết kế 
với những hình dạng ít được biết đến hơn nhiều. Ví dụ nổi 
bật nhất chính là hinh paraboloid hyperbolic ở thánh đường 
St. Mary tại San Francisco. Thánh đường do Paul A. Ryan, John 
Lee và các nhà tu vấn kĩ thuật Pier Luigi Nervi ở Rome cùng 


Pietro Bellaschi tại Viện Công nghệ Massachuset, Mỹ, thiết kế. 





Thánh đường St. Mary 






Tại lề khánh thành thánh đường, khi được hỏi nếu 
Micheangelo (nhà điêu khác tài ba của thời Phục hưng) ở 
đây thì ông sẽ nghĩ gì về thánh đường này, Nervi trả lời: 
“Ông sẽ không thể nào tưởng tượng được nó. Mẫu thiết 
kế này xuất phát từ những lí thuyết hình học chưa được 
chứng minh thời đó”, 


Đỉnh của công trình này là một mũi nhọn hình paraboloid 
hyperbolic có thể tích 60420 lít, với các bức tường cao 61m so với 
sàn nhà được đỡ bởi bến cột bê tông khổng lê trải dài 28,65m 
trên mặt đất. Môi cột chịu một khối lượng 4082 tấn. Các bức 
tường lầm từ 1680 tấm bê tông được đúc sẵn với 128 kích có 
khác nhau. Kích thước nền hình vuông của thánh đường là 
Tim х 77,70, 


= 





Mat paraboloid hyperbolic là sự kết hợp của một barabolpid (hình 
tạo та khi xoay một parabel quanh trực đổi xưng của nó) và то 


hypebol ba chiêu 


Phucmg trinh của mặt paraboloid hyperbolic: 
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Vào nửa sau rhë ki XIX, 
xuất hiện một làn sóng 
quan tâm đến lĩnh vực ảnh 
Ảo giác. Trong thời kì này, các nhà vật lí và tâm lí học đã viết 
gần hai trăm bài báo mô tả các ảnh ảo giác và lí giải vì sao 
chúng lại xảy ra. 


Anh ảo giác xuất hiện là do cấu trúc mắt của chúng ta, trí 
não của chúng ta hoặc sự kết hợp của cả hai. Những gì chúng 
ta nhìn thấy không phải lúc nào cũng là những gì thực sự tồn 
tai. Điều quan trọng là không nên đưa ra những kết luận hoàn 


toàn тїї trực giác mà phải kiểm tra bằng những đo đạc thực tế. 


Anh ào шас của Zollner 


Chinh hình ảo giác trên đã khơi dậy làn sóng nghiên cứu vé 
ảnh ảo giác trong thé kỉ XIX. Johann Zollner (1834 - 1883), một 
nhà vật lí thiên thể, một giáo sư thiên văn học (đã có nhiều 
đóng góp trong lĩnh vực nghiên cứu các sao chổi, Mặt Trời, các 
hành tinh và cũng là người phát minh ra quang kế đã tình 
cò nhìn thấy một mảnh vải với hoa văn giống như vậy. Các 


đường thắng đứng thực ra là song song nhau, nhưng nhìn vào 
thì có vẻ không phải. Một vài giải thích có thể đưa ra бі với 
ảnh ảo giác này là: 
1) Sự khác nhau gia các góc nhọn du đặt ở các hutmg khác 
nhau trên các đường smg smg. 
2) Độ cong vong mac của mát. 
3) Сас duan gạch chéo đặt thêm vào làm mát của chứng ta hội 


tự tà phán ki, khiến cho các điểng song smg tróng lệch di. 


Người ta phát hiện ra ảnh ảo giác có hiệu lực mạnh nhất khi 


các đoạn gạch chéo tạo với các đường song song một góc 45". 





Anh ảo giác nổi tiếng trên xuất bản nam 1015 là tác phẩm của 
chuyền gia vë tranh biểm họa W E. Hill. Nó thuộc loai áo giác dao 
động bởi mát cua chung ta nhin qua lại giữa hai hmh ¬ một cụ bà 
tà một phu nữ trẻ. 


Ban có thể lam cho các mat 
màu den trở thành mặt trên 
hay thành dáy của các khối lập 
phurmg dược không? 
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Bài toán 
chia ba góc và 
tam giác đều 


Hinh hoc là linh vuc 
luôn phong phá các ý 
tưởng, khái niệm và dinh 
I. Thật thú vi khi khám 
phá ra tính chất của một hình hoc nào đó. Chẳng hạn như lấy 
một tam giác bất kì và chia ba mỗi góc спа nó. Sau đó, nghiên 


cứu hình tạo bởi các đường chia Ба đó. Bạn nhận thấy điều gì) 





(|) (ç thé chứa nand ring các dut chia һа này luim tao thành một tam giác 
Jóng dant vớ tum pido bạn đấu, 
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Tü mỗi ngôi nhà сап phải 
lam ba đường đi tách biệt nhau: 
một đường tới giếng nước, một 





đường tới cối xay lúa và một tới 
nhà chứa củi. Không có hai đường nào giao nhau. Hãy thử xem 
bạn có thể giải được bài toán này không nhé! 





Xem cách giải bài toán ở phần Lời giải và đáp án. 











Charles Babbaqe- 
Leonardo da Vinci 

cúa máy tính 
hiện đại 


Một Leonardo 
đa Vinci của các 
máy tỉnh hiện đại 
chính là Charles 
Babbage (1792 
1871), nhà toán học, ki sư, nhà phát minh người Anh. Ngoài 
những phát minh đồng hó đo tốc độ đầu tiên, các loại máy 
chính xác, mã hóa và phương pháp để nhận biết dèn hải đăng 
từ những tia sang của chúng, бпр dành hầu hết thời gian của 
cuộc đời mình để tạo ra một chiếc máy có thể thực hiện các 


phép tính toán học và các bảng tính. 


s= 
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Hinh minh họa này là một phán máy vi su của Charles Babbage. ông bát 


đầu хау dung nó vào năm 1823 và từ bó vào nîm 1842. 
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Mô hình đầu tiên của Babbage về máy vi sai được chế tao 
với các bánh răng quay tay (тёп các trục, nó có thể tạo ra một 
bảng số chính phương có 5 chữ số. Sau đó, Babbage thiết kế một 
máy lớn hơn với khả năng lên đến 20 chữ số và có ché in câu 
trả lời trên một bản khác đồng. Trong quá trình chế сао các chi 
tiết, ông đã trở thành một chuyên gia kĩ thuật, phát triển rất 
nhiều công cụ và kt thuật tiên tiến báo hiệu trước các phương 
pháp hiện đại ngày nay. Ong không ngừng hoàn thiện các chỉ 
tiết, thiết kế và loại bỏ những kết quả cú. Chú nghĩa cầu toàn 
và trình dô công nghệ thời đó đã cûn trở ông hoàn thành sẵn 
phầm cuối cùng. Sau khi từ hà mur tí sai, crong ông bắt đầu 
thai nghén y tưởng làm một có may gidi achi — một chiếc máy 
có thể thực hiện bất kì tính toán nào, có khả nàng nhớ 1000 
SỐ có nám muti chữ số, sử dung các bằng tính rừ các thư viện 
của chính nó. so sánh câu trà lời và đánh già kháng theo các 
chi dẫn có sàn. Các thao гас của máy dựa vào các bệ phận co 
và thẻ duc 15. Mặc dù ý tưởng của ông không thành hien thực, 
song cấu trúc logic của máy gidi tich dà được sử dụng trong các 
Máy tính hiện nay. 


Мау giải uch trên thực тё dai chện cho một lóp các máy, 
cünp pióno nhu các máy tí tinh ngày nay. Quả thật rất dane 
ngạc nhiên khi Babbage hoàn тоат một mình vira khói xướng 
ý nióng mới mẻ này, vừa ty chế tao, phát triển các dụng cụ để 
xây dựng, thiết kế các bước khác nhau và vừa phát triển những 
lí thuyết toán học cần thiết để lập trình máy. Một công việc phi 
thường: Một mô hình có thể hoạt động được của máy giải tích đã 
được IBM xây dựng để tưởng nhớ công lao của Charles Babbage. 


Babbage Jë chế tạo cñ máy giải tích Ngoài những dong góp vé tài chính, kiến 
thức sâu rộng vé toán học của cô đã góp phán đăng kể trong khía cạnh lập trình 
máy tính ca my giải tích. Va quan trong không kém chính là tất cá sự hàng 
lưu và lòng nhiệt tinh cua có dôi tới công trinh cua ông. 










Toán hoc và 
nghệ thuật 
cua Hồi giáo 


Phó bày cơ thể con người 
là diéu cấm ki của những 
người theo đạo Hồi, chính 
vì vậy họ phải chuyển các 
hình thức nghệ thuật trong trang trí và chạm khảm sang thiết 
kế hình học, đây cũng là một hình thức nghệ thuật lát mặt 
phẳng. Kết quả là đã hình thanh một mối quan hệ tự nhiên 
giữa nghệ thuật và toán học. 


Sự phong phú của các họa tiết được tạo ra miêu tả: 

e Su đổi xứng. 

e Lát mặt phẳng, chiếu phản xạ, quay và chuyển dich 
các hình hình học. 


e Sy hài hòa giữa các họa tiết tối và sáng. 





Hình trên minh họa sự lát phẳng", 
chiếu phản xạ, các phép quay và 
lấy đối xứng. Sự phù hợp giữa các 
hình sáng và tối cũng thể hiện rõ 
ở thiết kế này. 


Mẫu thiết kế này cho thấy các 
phép tịnh tiến của các hình. 


(1). Lát nên phường tuc là phú mặt phẳng bằng mit hmh cu thể sao cho không có 
khe hở nào сот sût lại tà chứng không xếp chẳng lên nhau 










Ma phuong 


Trung Quốc Ma phương Trung Quốc 


(hình bên dưới) đã có khoảng 
400 năm tuổi. hệ thập phân, 


nó có các sô sau: 





NEW HE A 





= 
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Sp O pete Мо cùng 
ình vẽ dưới đây mô tả các ` e z,e 

da giác đều ngoai tiếp. 55 lượng va GIỚI hạn 
các cạnh đa giác lần lượt tăng 
lên liên tiếp. Ta có thể nghĩ rằng bán kính của chúng sê tăng 
mãi mà không bhi giới hạn, nhưng trên thực tế, dãy bán kính 
tăng này tiến đến một giới hạn gấp khoảng 12 làn bán kính 
đường tròn ban đầu. 













Bài toán vë 
đồng tiên giá 


Có 10 cọc đồng tiền bac, 





mỗi cọc có mười đồng. Cho 
biết khối lượng của mỗi 
đồng tiền thật và rằng mỗi đồng tién giả nặng hơn đồng tiền 
thật một gam. Trong số 10 cọc, có một cọc gồm toàn tiên giả. 
Sử dụng một chiếc сап chính xác đến từng gam, bạn cần cân ít 


nhất bao nhiều lần để xác định được cọc tiền giả? 





Xem cách giái ở phần Lời giải và đáp án. 


Đền thờ 


Các kiến trúc sư Hy Lạp có 


đại thế kỉ V tr.C.N là những Parthenon 
bậc thầy về sử dụng ảo giác va toan học 


quang học và tỉ lệ vàng trong 





thiết kế của các công trình. Họ nhận thấy rằng các công 
trình được xây dựng thẳng đứng một cách chính xác trông 
sẽ không thẳng trong mắt chúng ta. Sự biến dạng này là do 
võng mạc của mắt cong khiến cho các đường thẳng ở những 
góc đặc biệt trông sẽ như là cong khi mắt chúng ta nhìn vào. 


= — ~- 
"E — 





Dn thi Parthenon 


Đền thờ Parthenon là một trong những minh hoa điển 
hình nhất cho thấy cách các kiến trúc sư cổ đại bù đắp sự biến 
dang gây ra bởi mắt như thế nào. Kết quả là các cột của дёп 
thờ Parthenon thực sự hơi cong ra ngoài, các cạnh của nén hình 
chữ nhật cũng vậy. Hình 1 mô tả hình ảnh đền thờ Parthenon 
mà mắt ta nhìn thấy khi các kiến trúc su chưa chỉnh cong các 


cột và các cạnh nén. 


Như vậy, bằng việc tạo ra những bù đắp, đền thờ và các cột 
trông thẳng đứng và rất hài hòa về mặt thẩm mi. 


Hinh 1 
Các kiến trúc sư và các họa sĩ Hy Lạp cổ đại cũng nhận 
thức được tỉ lệ vàng và hình chữ nhật vàng!" tăng cường biểu 
hiện thẩm mi của các tòa nhà và tượng điêu khác. Họ có kiến 
thức sâu sắc vé tỉ lệ vàng bao gồm cả cách xây dựng, cách хар 
xỉ và cách sử dụng né để dựng các hình chữ nhật vàng. Đền 
thờ Parthenon minh họa việc vận dụng tỉ lệ vàng trong kiến 
trúc. Hình 2 cho thấy kích thước của dên thờ phù hợp gần như 

chính xác với hình chữ nhật vàng. 
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Hình 2 


(1) Xem muc Hinh chữ nhật vàng (trang 104) để biết thêm thông tin 










Xác suất 
và tam giác 
Pascal 


Tam giác được tạo thành từ 
các khối lục giác đều dưới đây 
có thể tạo ra tam giác Pascal 
theo một cách rất độc đáo. 
Những quả bóng từ một bể chứa nằm trên đỉnh tam giác rơi 





xuống qua các vật cần sáu cạnh rồi tập trung lại ở bên dưới. Tại 
mỗi lục giác, khả năng quả bóng rơi sang bên trái hay bèn phải 
là như nhau. Như trong minh họa, các quả bóng phân bố vị trí 
theo các 50 của tam giác Pascal. Chúng tập trung ở дау và tạo 
ra một hình chuông có dang dưng phán bố chưẩn. Đường cong 
này được sử dụng trong сас công ty bảo hiểm để lập ra các tỉ lệ, 
sử dụng trong khoa học để nghiên cứu động thái của các phân 
tử và trong nghiên cứu phân bế dân cư. 
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Pierre Simon Laplace (1749 - 1827) dà dinh nghĩa xác suất cua 
một hien cố là ti lệ ріпа số lượng khả năng mà biển có có thể 
xây ra với tổng các khá năng có thể có của tất cả các biến сб. 
Vì thế, khi tune một đồng xu, xác suất nhận được mặt ngửa là 


l — số mặt nga cúa một đồng xu 
2 — số lượng tất cả các biến có có ché хау ra 


(mặt ngửa và mặt sáp) 


Tam giác Pascal có thể được dùng để tính các tổ hop khác 
nhau và tổng cộng các tổ hợp có thể. Ví dụ: khi bốn đồng xu 
được tung lèn trên không, các tổ hợp có thể của mặt ngửa và 
mặt sàp là: 


4 ngửa — NNNN =1 

3 ngửa và 1 sap = NNNS, NNSN, NSNN, SNNN = 4 

2 ngửa và 2 sap — NNSS, NSNS, SNSN, NSSN, SNSN, 
SSNN = é 

[ ngda và 3 sấp = NSSS, SNSS, SSNS, SSSN = 4 

4 sân — SSSS = 1 


Hàng thứ 4 kë từ dinh của tam giác Pascal (đỉnh tam giác coi 
là hàng thứ O) chỉ ra các kết quả có thể này -1 4 6 4 1 
Tổng các số này là tổng cộng các kết quả có thể = 1 + 4 + 6 + 
4 + 1 = 16. Vì vậy, xác suất để có 3 ngửa và | sap là: 


A^ А Pd ^ Pd 9 3 n. ` ^“ 
4 — số ling tổ hợp có thể của 3 ngứa và | Ур 
РА ^^ z д? ^ А? > 
16  — tông số các tó hợp có thể хау ra 


Với những rô hợp lớn khi khai triển tam giác Pascal rat 
công kênh, thì còng thức nhị thức Newton được sử dụng. Mỗi 
hàng của tam giác Pascal chứa các hé sê trong khai triển nhị 
thức (a + b)n. Ví dụ: dë tìm các hé sô trong khai triển của 
(a + b)’, người ta nhìn vào hàng thứ 3 kể từ đỉnh tam giác 
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Pascal (dinh được coi là hàng thứ 0, tức là (a + 6 = 1). Та 

dòng thứ 3 ta cháy 1 3 3 L chính là các hệ số trong khai triển 
la? + 3a2b + Jab? + Ib? = (а + Ы). 


Công thức nhị thức có thể áp dụng cho hàng thứ n của tam 
г1ас Pascal. 


Công thức nhị thức: 


(a + b)" = a" + Ща") + В anh) +,,, + b" 





hệ số thú r là n! 
r!(n - r)! 


Số lượng các tổ hop r phần tử của tập có n phần tử là: 


Cni cs 


rinn)! 


Nên chọn 3 phần tử trong số 10 phân tử, thì số các cách 
chọn có thể là: 


: — 10 _ l0x9xäx?7x6x5x4xjx2x]_ у, 
С 093 TOES 3x2xIx7x6x5x4x)xlx| TỶ 


Có 120 cách chon 3 phần tử tü JO phần tứ, hoặc bạn cũng 
có thể xem ở hàng thứ 10 của tam giác Pascal. 
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Đường thân khai 


đây thừng hi cuộn hoặc bị cháo cuộn quanh một đường cong 





Khi một đoạn 


(ở dày là đường tròn) thì đầu mút của nó sẽ mê tà mộc đường 
thân khai. Rất nhiều hình ảnh về đường thân khai xuất hiện 
trong tự nhiên, ví dụ như đầu lá cọ, mó chim đại bàng hay vày 
lung cá mập. 
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Ngũ giác, 
hình sao năm 

cánh và tam 
giác vảng 


Từ một ngũ giác đều 
có thể tạo ra hình sao năm 
cánh bằng cách nối các 
đường chéo của ngũ giác với 
nhau. Trong hình dạng của 
sao năm cánh có xuất hiện 
những ram gise vàng. Chúng 
chua các cạnh của sao năm 


cánh thành các ti lệ vàng. 





Tam giác vàng là tam giác сап có góc û đỉnh là 36" và hai 
góc đáy là 72°. T1 lệ giữa cạnh bên và cạnh đáy của nó là tỉ lệ 
vàng. Khi góc đấy của nó được chia đôi thi đường chia đôi sẽ 
chia cạnh đối điện thành tỉ l& vang và tao ra thêm hai tam giác 


cân nhỏ hon. 
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Một trong hai tam giác này đồng dạng với tam giác ban đầu. 
Tam giác còn lại có chức năng như là vật tạo ra đương xoắn ôc. 


Tiếp tục quá trình chia đôi góc đáy của tam giác vàng mới, 
ta sẽ nhận dux một dày các tam giác vàng và hinh dáng của 


một đường xoắn ốc đẳng giác!" 


JABI auus _(I+5)„ 6 
ВС] tỉ lệ vàng, @ = 1.6180339... 


(1). Xem mục Hình chữ nhật càng (trang K4) để bêt thêm vë đường xen 
óc đẳng giác. 





Ba người đàn ông 
đứng trước 
bức tường 






Ba người đàn бпр 
đứng xếp hàng thành 
một đường thẳng vuông 
góc với một bức tường. 
Họ đều bị bịt mắt. Sau đó, mỗi người được đội một chiếc mũ 
lấy từ một túi gồm ba mũ nâu và hai mũ đen. Ba người đàn ông 
được cho biết về thông tin này. Sau đó, các khăn bịt mắt được 
tháo ra. Người ta hỏi mỗi người dàn ông xem ông ta đang đội 
mũ màu gi. 





Người đàn ông đứng xa tường nhất, có thể nhìn thấy hai 
người đứng trước ông ta, trả lời: “Tõi không biết tôi dang đội mu 
mau gì”. Người đứng giữa sau khi nghe thấy câu trả lời đầu tiên 
và nhìn thấy người trước ông ta cũng nói tương tự. Người thứ 
ba, chỉ có thể nhìn thấy bức tường, nhưng sau khi nghe hai 
người kia nói đã trả lời: 


“То biết tôi đội mu màu gi rôi” 


Ong ta đang đội mũ màu gì vậy? Và làm cách nào để ông 


ta biết điều đó! 


Xem cách giải ở phần Lời giải và đáp án. 


Sai lám hinh hoc 


Nëu mót hinh 
vuông được 
tạo thành 
bằng cách lấy tổng của hai số Fibonacci liên tiếp bất kì làm độ 
đài các cạnh của nó, thi sai làm hình học xûy га sẽ rất thú vị. 


và day số Fibonacci 
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Ví dụ: 
1) Dung hai số Fibonacci liên tiếp là 5 và 8. 
2) Vë một hinh vuông l3 x 13. 


3 Cát hình vuông này như trong hình minh họa rồi tính 
điện tích của hình vuông và diện tích hình chữ nhật. Điện tích 
hình vuông lớn hơn điện tích của hình chữ nhật là 1 đơn vị. 


4) Thử làm tưởng tự với hai số Fibonacci là 21 và 34. Trong 
trường hợp này, diện tích của hình chữ nhật lớn hơn diện tích 
của hình vuông 1 đơn vi. 


Sự khác nhau | đơn vị này sẽ thay đổi giữa hình vuông và 
hình chữ nhật tùy thuộc vào hai số Fibonacci được sử dung." 


(1) Day cac ti lệ tao thành tt các 55 Fibemaca liền tiệp JA, 2/1, 3/2, 5/3, 8/5, BIS 
F Tw A ` aaa ө mm 
T fury din lim hm va nhỏ ho so tới f lệ vàng. Gi hạn của day so тшу 

n | 5 4 Е A А 1 
chinh la gia trị cid u lê tảng (+92) Dé biết thêm thông tin, hạn has xem nuc 


Hinh chữ nhật vàng (trang 04) 
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Ngày nay, chúng ta coi më cung 
nhu là một câu đổ giải trí, nhung vào 
thời xưa, mê cung luôn gợi lên sự huyền bí, nguy hiểm. Người 
ta hoàn toàn có thể lạc lối vì lúng túng trong những con đường 
quanh co rắc rối, hay cũng có thể chạm trắn với những quái vật 
ẩn паи trong lãnh địa mê cung, Thời xưa, các mê cung được xây 
đựng để bảo vệ các pháo đài. Những kẻ xâm lược buộc phải đi 
qua một quãng đường dài trong mê cung nên rất dé bi phục kích. 


Các mê cung đã xuất hiện ở rất nhiều nơi trên thế giới qua 
nhiều thế kỉ: 

e Nhimg hinh chạm trên da ở Rock Valley, Ireland, vào 

khoảng năm 2000 tr C.N. 

e Mê cung Minoan ở đảo Crit, Ну Lap, vào khoáng năm 
1600 үт С.М. 
Những day та Alps, Pompeii, Scandinavia, Italy. 
Mê cung bằng có ở xit Wales và ở пиж Anh. 
Các bộ mê cung khám trên nén nhà cua các nhà thờ châu Âu. 
Më cung trên những tấm vải dêt ở châu Phi. 
Những hình chạm trên đá của người Ап Độ Нор, Arizona. 


Ngày nay, mê cung là mối quan tâm đặc biệt trong lĩnh vực 
tâm lí và thiết kế máy tính. Trong nhiều thập ki, các nhà tâm 
lí đã dùng các mê cung để nghiên cứu hành vi học tập ở động 
vật và con người. Những rô bër trên máy tính đã được chế tạo 
để giải các bài toán vé mé cung như một bước khởi dàu trong 
quá trình chế tạo những máy hướng dẫn học tiên tiến hơn. 


Z 


Khu vườn ở cung điện 
Hamptun Court nước Anh. 
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Tô-pô là linh vực toán học nghiên cứu các mê cung nhu 
một nhánh của đồ thị (giải các bài toán bằng phương pháp 
dà thị). Duong cong Jordan van thường bi nhằm thành mè 
cung. Trong tô-pỏ, chúng ta biết rằng đường cong Jordan là 
một đường tròn đã bị xoắn lại hoặc bị uốn vào trong hay vòng 
quanh ma không tự cắt chính nó. Nó có phần bên trong và bên 
ngoài giống như đường tròn, đây là điểm khác với mê cung. Vì 
vậy, cách duy nhất để đi từ bèn trong ra bên ngoài của đường 
cong Jordan là đi qua chính nó. 


Vì các ró-bót đã được dùng để giải các mê cung nën các 
phương pháp có hệ thống phải được nghĩ ra để giải mê cung. 


Các phương pháp giải mê cưng: 


(1) Đối với một mê cung đơn giản, bạn hav tô đậm những 
lt cụt và vòng lặp mà bạn nhìn thấy. Các lối còn lại sẽ dân 
dên mục nèn. Sau dé, chọn con đường ngắn nhất. Nếu mé cung 
phức tạp, phương pháp này sẽ rất khó áp dụng. 


(2) Dı qua mé cung và luôn giữ một tay (bên phải hoặc bên 
trái) chạm vào tường. Phương pháp này rất đơn gián, nhưng 
không: Ар dụng được với tất cả các mê cung. Các mè cung ngoại 
lệ là: (a) các mê cung có hai cửa và một đường nối hai cửa với 
nhau mà đường đó không di qua mục tièu, (b) các mê cung với 
các đường di có vòng lặp hoặc bao quanh mục tiêu. 


(3) Nhà toán học người Pháp M. Trémaux đã nghĩ ra một 
phương pháp chung để giải bất kì một më cung nào. 
Các bước giải më cưng: 


(a) Khi bạn di trong mé cung, hay vạch liên tục một đường 
về phía bên phải, 


(b) Mỗi khi bạn đến một điểm giao giữa các đường, hãy 


chọn bát kì một lói nào mà bạn thích. 


(c) Nếu trên con đường mới, bạn gặp lại một điểm giao cũ 


hoặc ngõ cụt, hãy quay trở lại đường mà bạn vừa đi tới đó. 


(d) Nếu khi quay trở lại đường cũ, bạn lại gặp một điểm 
giao cũ thì hãy rë sang đường mới nếu có. Nếu không, 


hãy đi lại một đường mà bạn đã qua. 
(e) Không bao giờ đi vào đường đã được đánh dâu ở cả hai phía. 
Mê cung này xuất hiện trên một tấm chăn Navajo. 


Phuong pháp này được cho là thành công, nhưng có thể mất 
hơi nhiều then ofan. 


Cho dù là ở trong cuộc sông hay chỉ được vẽ ra bởi mot сау 
bút trong tay, сас më cung vẫn tiếp tục thách thức, kích thích 


trí tò mò và cho chúng ta những giây phút giải trí lí thú. 





wie cung пау хий! hiện tren тим Lâm chân Navajo 





WATERLOO ROAD (DUONG WATERLOO) 
Me cung vé thành phố London này xuất hiện trên tạp chí The Strand 
Magazine vào thang nt nam 1905 cùng với chỉ dẫn sau: "Một ngudi 
khách dụ lich тит di vào Waterloo Road và mục đích của anh ta là di 
dên Thánh đưểng Sc Раш må không phái di qua bật ki ba ri-e chẩn 


dung nào trên cac com dëmg đang sta chua". 









Bàn có dam 
Trung Quóc 


Hinh vë sau minh hoa 
một phần bàn cờ dam 
của bàn tính Trung Ouếc. 
Người Trung Quốc là những người đầu tiên nghĩ ra một hệ 
thống qưy tắc dùng để giải các hệ phương trình. 


Họ se đặt các hệ số vào bàn tính, sau đó áp dụng các quy 
tắc dựa vào ma trận để giải bài toán. 


E 


* 
~~ 


€ ` 





хс 
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z 
Các giao tuyên m 
cua màt nón is i id by. 

° chúng ta càm thây thât 
khó biểu khi các nhà 
toán học theo đuổi một vấn đề hay ý tưởng chỉ đơn giản vì nó 
thú vi hay gợi trí tò mò. Cùng nhìn lại các nhà tư tưởng Hy Lap 
cổ đại, chúng ta thấy họ nghiền cứu các ý tưởng hết mình mà 
không quan âm đến tính thiết thuc của chúng, họ nghiên cứu 
chỉ vì chúng đầy bứng thú và thách thức. Trường hợp các giao 
tuyến của mặt nón cũng уду. 


Mối quan tâm đầu tiên của các nhà toán học về những 
đường cong này là dùng chúng để giải ba bài toán dựng hình 
thời cổ đại ^ cầu phương hình tròn, nhân đôi hình vuông và 
chia ba một góc. Các bài toán này khỏng có giá trị thiết thực 
vào thời đó, nhưng chúng dày thách thức và khích lệ tư duy 
toán học. Thóng thường, ứng dụng thực tế của một ý tưởng toán 
học không biểu hiện ngay trong nhiều nam. Các giao tuyến của 
mặt nón tao ra muang suốt thế kỉ thứ III tr.C.N dà cho các nhà 
toán hoc thế kỉ XVII những nén сапе để bắt đầu thành lập 
nhiều lí thuyết khác nhau có lèn quan đến các đường cong. 
Chang hạn như Kepler đã dùng clip để mô tả đường дї của các 
hành tinh, còn Galileo thì rm ra đường parabol phù hợp với 
chuyển động của các viên đạn bắn ra trên trái đất, 


Hình vë ở trang 199 minh họa cách một mặt phẳng giao với 
mặt nón de tạo ra đường tròn, elip, parabol và hypebol. 


Câu hỏi: Mặt phẳng phải cắt mặt nón như thế nào để tạo ra 
a ` 2, ' ` 3 24 A DO 
một đường tháng, hai đường thẳng cát nhau, hay một điểm) 
Có rât nhiều sự vật hiện tượng trong vũ tru là hình ảnh của 


các đường cong này, Một ví dụ hấp dẫn và có giá trị đương thời 
chinh là sao chối Halley. 


Năm 1704, Edmund Halley dà tìm hiểu vé quy đạo của rất 
nhiều sao chổi khác nhau từ các dữ liệu có được thời đó. Ông 
kết luận rằng các sao chổi năm 1682, 1607, 1531, 14% thực chất 
chỉ là một sao chổi quay quanh mặt trời theo đường clip với chu 
kì khoảng 76 năm. Ông đã dự đoán thành công sự trở lại của nó 
vào năm 1758, thế là người ta gọi sao chổi này là sao chối Halley. 
Những nghiên cứu gần đây cho rằng sao chổi Halley có thể đã 
được người Trung Quếc ghi lại ngay từ năm 240 tr.C.N. 








Ví dụ về các đường cong trên trong vũ trụ 













Parabol: 
e Hinh vòng cung của tia nước phun ra. 
e Hình dạng ánh sáng của đèn chớp trên một bé mặt phẳng. 
Elip: 

e Qui dao của một só hành tỉnh và sao chổi. 

Hypebol: 

e Đường di của một số sao chổi và các vật thể thiên văn khác. 
Đường tròn: 

e Các ggn sóng trên mặt bién. 

e Các quỹ đạo tròn. 

e Bánh xe. 

e Các vật thể trong tự nhiên. 













Chán vit Chân vịt Archimedes khi 
Archimedes 2 ‚ " vit AIC P^ E - 
chim vao trong nuoc va quay 


có thể bom nước lén cao. 


Ngày nay, nó vẫn được dùng trong tưới tiều ở nhiều khu 
vực trên thế giới. 





Archimedes (287 - 212 (т СМ) là nhà toán học, nhà 
phát minh người Hy Lạp. Ong dà tim та quy tác din bûy 
va róng тос. Những khám phá của ông dà dán đến việc 
phát minh та các máy móc có khả năng vận chuyển các 
ий nàng một cách dé dàng. Ông nói tiếng tới ртр 
pháp so sánh các thể tích bằng cách nhấn chim các tật 
vào trong mak: - thứy tĩnh - sự nổi - sử dung các 3 tưởng 
vé vi tích phân - phát minh ra máy làng dá - phát mình 


ra gung сами lom dé tûþ trung ảnh sang mat trời. 
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Ao qiác 
quanq hoc 
búc xa 


An giác quang học tạo ra 
bởi trí não, mắt chúng ta, hoặc 
cả hai, Ví dụ; khi ta nhìn vào 
một vùng có cá các vật thể sáng 
và tôi thì do các chất lóng trong mắt chúng ta khong hoàn 
toàn trong suốt nên ánh sáng phân tán ra khi di qua võng 
mạc ở phía sau mất (đây là nơi mắt kiểm tra ánh sáng). Kết 
quả là, anh sáng chói hoặc các vùng sáng sẽ tràn lên trèn 
các vùng tối của hình ảnh trên võng mạc. Vì vậy, vùng sáng 
trông sẽ lớn hơn vùng tối có cùng kích thước (xem hình minh 
họa). Điều này giải thích vì sao quần áo tối màu, đặc biệt là 
máu Чеп, lầm cho bạn trông mảnh mai hơn so với khi ban 
mjc cùng mẫu quần áo đó nhung màu sáng hay trắng. Ảo 
tiếc này được gọi là sự chiêu bức xạ, do Herman L. F. von 
Helmholtz khám phá vào thế kỉ XIX. 
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Dinh lí 
Pythagoras và 
Tông thống 

Garfield 





Tổng thống James Abram 
Garfield (1831 — 1881), vi tóng 
chống thứ 20 của nước Mỹ, 
rár quan tâm đến toán hoc. 
Nam 1876. khi đang là nghi si Hạ viện, ông đã khám phá ra 
một chứng mình thú vị của định lí Pythagoras” New England 
Journal of Education (Tạp chỉ Giáo dục Anh) đã cho đăng chúng 
minh này. 


А а B 


l) Xem muc Định lí Pythagaras (trang 5). 
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Chứng minh của ông dựa vào hai cách tính diện tích hình 
thang: 
+ rA / ` Í a? ` а “A 
Cách (1): điện tích hình thang = E (tổng hai cạnh йау) (chiêu сао) 


Cách (2) chia hinh thung thành 3 tam giác vuông và tính điện 
tích của 3 tam gide tưởng này, 


Chúng minh 





Dung hình thang ABCD wi AB // DC, các góc C và 
B là góc vuông, các độ đài được kí hiệu (xem hinh vẽ) là 


a, b và c. 
Tính diện tích hinh thang bằng hai cách trên. 


Diện tích theo cách (1) = diện tích theo cách (2) 
1 ] дт: 
E (ab) + > (ab) + > (cc) 


(a + b) (a + b) = ab + ab + 


(a + b) (a + h) 


кә |— 


а + 2ab + b° = 2ab + c° 
а + Б = с 
| (Điều phải chứng minh) 










Nghịch lí 
bánh xe của 
Aristotle 


Xét hat đường tròn dàng 





tam trên binh xe trong hình 
minh họa. Bánh xe di chuyển 
từ A tới B khi nó quay được 
một vòng. Chú ý rằng | AB | bằng chu vi của đường tròn lớn, 





Liệu có phai vì đường tròn nhỏ cũng quay môt vòng và di được 


AB | không! 








một đoạn | AB | nén chu vi của nó cũng là 


Giải thích của Galileo vë nghịch lí bánh xe của Aristotle 


Galileo phân tích bài toán bằng cách xét hai hinh vuông 
Jong tâm trên một bánh xe “vuông”. Khi hình vuông nay lật 4 
lan, (hang voi chu vi cúa bánh xe vuông, | AB |), chúng ta thấy 
rằng hình vuông nha chỉ lật 3 lần. Điều này giải thích cách 


АВ | 





june tròn nhỏ lăn doc theo khoảng cách | AB | và vì sao 


không bằng chu vi của nó. 














Quần thể 
đá chồng 
Stonehenge 


Trén vüng dóng bàng 
Salisbury ở Anh sừng sing 
mót quàn thé dá chóng 
đáng kinh ngạc được biết 
đến với cái tên Stonchenge. Nó được dựng vào khoảng năm 
2700 tr.C.N, vòng tròn cuối cùng trong ba vòng đã hoàn thành 
vào năm 2000 tr.C.N. 





Người ta xây dựng Stonehenge làm gì? Nó có ý nghĩa gì với 
những nhóm người khác nhau, những người đã sử dụng và phát 
triển nó? Liệu nó có phải là: 

Một đền thờ tôn giáo? 

e Một đài quan sắt mặt trăng và mặt trời khi hoàng hôn 

lúc đông chí và khi bình minh lúc hạ chí? 

e Một lịch âm lich? 

Một máy tính nguyên thủy để dự đoán nhật thực và 
nguyệt thực? 


Do không có bất ki tài liệu ghi chép nào của những người 
xây dựng và sử dụng Stonehenge nên chúng ta không có cách 
nào biết được mục đích thật sự của nó là gì. Từ rất ít những dấu 
tích còn lại, tất cả những lí thuyết đều chỉ là suy đoán. Nhưng 
có một điều rõ ràng, đó là những người xây dựng nó đã rất hiểu 
biết về đo đạc và hình học. 










Có bao nhiéu Nghệ thuật không ngừng 
° м : и S 
chiều? biến đổi từ những hình vẽ 
trên hang động thời cổ xưa, 
biểu tượng của Dé chế Đông La Mã, cho đến các họa sĩ thời 
Phục hưng và các họa sĩ trường phái ấn tượng, những người 
miêu tả các vật thể tổn tại trong không gian hai chiều hoặc ba 
chiều. Các họa sĩ, các nhà khoa học, các nhà toán học và các 
kiến trúc sư đã phát triển những hình thức thể hiện của riêng 
mình về hình ảnh mà họ cho rằng các vật thể sẽ hiện ra trong 
không gian bến chiều. Ví dụ: hình vẽ bến chiều của hình lập 
phương, được gọi là siêu lập phu#mg, tác phẩm của kiến trúc su 
Claude Bragdon năm 1913. Bragdon đã kết hợp chặt chẽ hinh 
siêu lập phương với các thiết kế bến chiều khác vào trong các 
tác phẩm của mình, chẳng hạn như tòa nhà Phòng Thương mại 

Rochester, Mỹ. 


Siêu lập phương 
của Claude Brapdon 


Sự tồn tại của các chiều không gian lớn hơn không gian thứ 
ba luôn là một ý niệm hấp dẫn. Theo một quan điểm toán học, 
khả năng tên tại của các không gian lớn chiều hơn tuân theo 
một quá trình suy luận logic. 


Ví dụ: Bắt đầu từ một vật không chiêu, một điểm, chúng ta di 
chuyển điểm đó một đơn vị về bên phải hoặc bên trái, kết quả 


một doan tháng được hình thành. Đoạn thẳng sẽ là một vật thể 
một chiều. 


Di chuyển đoạn thẳng một đơn vị lên trên hoặc xuống dưới, 
ta sẽ có một hình vuông. Hmh tuông sẽ là vật thể hai chiều. 
Tiến hành tương tự, lấy hình vuông và di chuyển nó vào hoặc 
ra một đơn vị, ta thu được một hình lập phương — một vật thể 
ba chiếu. Bước tiếp theo là bằng cách nào đó hình dung cách 
Ji chuyển hình lập phương một đơn vị theo hướng của chiều 
không gian thứ tư và tạo ra một siêu lập phương. Tương tự như 
vậy, người ta có thể nhận được sëu cái, một hình cầu 4D (bốn 
chiều). Nhung toán học không chỉ đừng lại ở chiều thứ n, mà 
còn xét đến chiếu thu n. Сас màu hinh toán hoc dáng kinh ngạc 
đã xuất hiện khi dî liệu liên quan đến các dinh, canh và mặt 
của các vặt thể nhiều chiều khác đư thu thập và sắp xếp lại. 





Siêu lận phương 


Khả năng tên tại của chiều thứ tư thu hút sự quan tâm của 
rất nhiều người. Các họa sĩ và các nhà toản học đã cố gắng 
tưởng tượng để vẽ nên hình ảnh của các vật thể trong chiều 
thứ tư. Siêu lập phương chính là đại diện bón chiéu của hinh 
vuông. Một hình lập phương trên giấy được vẽ trong phối cảnh 
để ám chỉ đặc điểm chiều thứ ba của nó. Vì vậy, một siêu lập 
phương trên giấy là phối cảnh của một phối cảnh. 











Máv tinh và 
chiêu không gian 





Con 
sinh vật ba chiều, có 
thé dé dàng tưởng 
tượng và hiểu ba chiều không gian đầu tiên. Mặc dü các chiều 


người, môt 


không gian theo toán hoc có thể tôn tại với hơn ba chiều, 
nhưng thật khó để chấp nhận thứ gì đó mà chúng ta không 
thể nhìn thấy hay tưởng tượng ra. Vì vậy, các máy tính bắt đầu 
được sử dụng để giúp chúng ta hình dung những chiều không 
gian lớn hơn. Chẳng hạn, Thomas Banchoff (một nhà toán học) 
và Charles Strauss (một nhà khoa học máy tính) tại trường Đại 
hoc Brown, My, đã dùng máy tính để tạo các hinh ánh động 
của một siêu lập phương chuyển động vào và ra một không 
gian ba chiều, từ đó phi lại các hình ảnh khác nhau tại các 
góc độ khác nhau của siêu lập phương trong thế giới ba chiều. 
Điều này tương tự như một hình lập phương (tức một vật thể 
ba chiều) đi xuyên qua mặt phẳng (thế giới hai chiều) theo các 
góc khác nhau và ghi lại hình các mặt cắt nó tạo ra trên mặt 
pháng. Тар hợp các hinh này sẽ giúp ta dua ra một bức tranh 
tốt hon vé hình ảnh hai chiều của một vật thé ba chiều. 

Hình minh hoa cho thấy các hình ảnh khác nhau 

của тий mát câu ghi lai trên mặt phẳng khi nó 

di qua Һойс giao mat phẳng, nic là chiên không 


gian tứ hu. Tướng tự nhu váy, dầu lập phưưmng 
di quu khong pian, túc là chiều không gian thứ ba. 





Ngày nay, chúng ta đã có kĩ thuật hai chiều để vẽ các vật thể 
ba chiều. Các kĩ thuật tạo ảnh ba chiều đang được thương mại hóa 
trong quảng cáo và đồ họa. Có lé trong tương lai, kĩ thuật ba chiều 
sẽ được phát triển và sử dụng để tạo ảnh vật thể bốn chiều. 


Bạn đã bao giờ nghĩ rằng ngay cả người bạn thân nhất cúa 
bạn cũng có thể là sinh vật bốn chiều, nhưng hiện ra trước mắt 
bạn dưới dạng ha chiều? 






Dai Móbius kép 





Tâ-bô là lĩnh vực nghiên 
cứu các tính chất của một 
đối rượng nào đó mà không thay đổi khi đối tượng bị biến dạng 
(kéo giãn hoặc co lai). Không giống hình học Euclid, tô-pô 
không quan tâm đến kích thước, hình dạng hay các vật thể rắn. 
Về cơ bản, nó nghiên cứu các vật thể co giãn, đó chính là lí do 
vi sao nó còn có tên gọi là hinh học “miêng cao ѕи". Dai Möbius 
được nhà toán học người Đức Augustus Möbius tạo ra vào thế 
kỉ XVII và là một trong những đối tượng nghiền cứu của tô-pô. 
Bằng cách lấy một đải giấy, xoắn nó một nửa vòng rồi dán hai 
đầu lại với nhau, dài Móbius sẽ được hình thành. Dai Móbius lôi 
cuốn hởi nó chỉ có một mặt. Bạn có thể lấy bút chì vẽ một đường 
trên toàn bộ bë тат của nó mà không cần nhấc bút chi lén. 





Giò chúng ta hãy cùng xét đến dài Möbius kép. Nó được tạo 
ra khi lấy hai dải giấy, dóng thời xoắn mỗi dài một nửa vòng 
rồi đán các đầu lại với nhau. Các vòng giấy thu được sẽ là hai 
dài Möbius lêng vào nhau. Nhưng chúng là gi? 


` Bạn hãy làm thử mô hình này và kiểm tra nó xem sao. Lấy 
đầu ngón tay chạy giữa hai vòng giấy để xem chúng có thực sự 
lêng nhau hay không. Lấy bút chì và vẽ một nét dọc theo một 
trong s hai dài cho đến khi bạn quay lại điểm ban đầu đặt bút 
vẽ. Điều gì đã xảy ra! 


Và điều gì sẽ xảy ra nếu không cho hai vòng giấy lêng vào 
nhau nữa! 










Đường nghịch - 
đường lấp đầy 
không gian 


Đường cong thường 
được coi là một chiều 
và được tạo thành tù 
các điểm, quy ước là có 
không chiều. Với những định nghĩa này, có vẻ như là mâu 
thuần khi một đường cong có thể lấp đầy một không gian. Các 
đường cong Euclid là phẳng. Các nhà toán học thời kì Euclid 
đã không nghĩ rằng chúng có thể được tự sinh ra chính mình 
theo cách sau đây: 


sa aS 


o 


pm š 
2 HES Um DDR 


T11 X3 Y 


T 


ms ugue zin 





Ví dụ trên chỉ ra các bước mà đưểng cong lấp dûy không gian 
sẽ bao phủ toàn bộ không gian của một hình lập phương bằng 
cách không ngừng tự sinh ra mình theo cách đặc biệt đã minh 
họa trong hình. 






Thường được gọi là máy 
tính thời cổ đại, bàn tính là 
một trong những công cụ tính toán lâu đời nhất được biết đến. 
Chiếc máy tính cổ đại này đã và đang được sử dụng tại Trung 
Quốc và các nước châu Á khác để cộng, trừ, nhân, chia, tính 
bình phương và căn bậc ba. Có rất nhiều loại bàn tính. Chẳng 
hạn như bàn tính của người А rap có mười hạt trên mói dây và 
không có thanh ở giữa. Lịch sử cho thấy ngay cả người Hy Lạp 


và La Mã cổ đại cũng dùng bàn tính. 


Bàn tính của người Trung Quốc bao góm mười ba gióng 
có xiên các hạt được ngăn bởi một thanh ngang. Mỗi pióng có 
năm hạt ở dưới thanh ngang và hai hạt ở trên. Mỗi hạt ở trên 
thanh ngang có giá trị tương đương với năm hạt ở dưới thanh 
ngang cùng gióng với nó. Ví dụ: một hạt ở trên thanh ngang 


trong gióng thứ mười có giá trị là 5 x 10 = 50, 





Các hat ở bàn tinh này đang thể hiện sê 1955. 










Toán hoc và 
dët vài 





Làm cách nào mà các 
đối tượng toán học lại hiện 


điện trên các tấm vải dec 


Có phải người thợ dêr đã có tình phân tích hoa văn theo 
cách nhìn toán hoc? 


Tìm hiểu các mẫu dệt dưới đây, người ta thấy rất nhiều khái 
niệm toán học xuất hiện trong đó: 

e Сас duong đối xứng. 

e Lát mặt phẳng. 

e Các hình hình học. 

a 


Các våt dông dang. 





aq qumusqa зр ' Hoa văn Potawatomi ở An Đô 
Hoa văn ở Cóng-gó ` 


Bạn hãy tìm các ý tưởng toán học trên trong các hoa văn 
đệt vải ở hình minh họa. Bạn có thể tìm thêm được các ý tưởng 
toán khác không? 






Só Mersenne 





Vào thế ki ХУП, nhà 
toán học người Pháp Marin 
Mersenne đã công bố một số nguyên tế có 69 chữ số nhưng 
chưa có chứng minh. Tháng 2 năm 1984, một nhóm các nhà 
toán học đã lập trình thành công máy tính Cray (có khả nàng 
kiểm tra một loạt các số cùng một lúc) để giải bài toán 300 tuổi 
này. Sau 32 giờ 12 phút máy tính tính toán, ba ước số của số 
Mersenne đã được tìm ra. Thành công này đã làm các chuyên 
gia mã hóa phải lo lắng, bởi nhiều hệ thống mã hóa dùng số có 
nhiều chữ 55 khó phân tích thành nhân tử dé mã hóa những 
bí mật và giù cho chúng an toàn. 














SÛ MERSENE 
132686104 39897205 477608575 506090561429 35 WI 359890 3 152 580 
28914694 59637 

Các их x7 

17823028721406328051] và — 616768821996952575001367 và 
1207039617824989 YO убо 


Phân tích một số thành nhân tử tức là phân tích nó thành 
tích của các số nguyên tố bé hơn. Đây là việc đơn giản với 
những só bé và có thể làm bằng cách thử tất cả các số nguyên tố 
nhỏ hơn để xem chúng có phải là ước số hay không. Những số 
lớn đòi hỏi các phương pháp toán học khác. Số lượng các phép 
tính cần thiết để phân tích một sế thành nhân tử tăng theo cấp 
số mũ khi số đó tăng lên. Ngay cả chiếc máy tính có thể thực 
hiện một tỉ phép tính trong một giây cũng phải mất vài nghìn 
năm để phân tích một sê có 60 chữ số bằng phương pháp trên. 


Từ 1985 - 1986, Robert Silvernam (Tập đoàn Mitre, Bedford, 
МА) và Peter Montgomery (Tập đoàn Santa Monica, CA) đã 
phát triển một phương pháp phân tích thành nhân tử sử dụng 
máy vi tính thay vì các máy tính đặc biệt chế tạo chỉ để phân 
tích các số hoặc máy Cray đắt tiền. Phương pháp của họ nhanh 
và rẻ. Một trong những thành tựu gần đây của họ là phân tích 
một số có 8l chữ số bằng tám máy vi tính chay trong vòng 150 giờ. 







Câu dó 


tangram 


Ban hày düng bàv mành 
hinh tangram” để xác dinh 


cách ghép thành các hình dưới dày. 





"abies 
ар 





(1) O Việt Nam có tro chd ghép hinh Trí Uan dua trên ngưyên tu: tug tự, do 


мла trí thức Ngư vn Im Lan sing tạo ra 










С Vô cùng và 
| Bm dày minh hoa hüu han 
cách ghép cặp (đặt rương ° 
ứng 1-1) tập hợp các điểm 
trên nửa đường tròn có độ dài hữu hạn với tập hợp các điểm 
trên đường thẳng có độ đài vô cùng. Nửa đường tròn có chu 
vi là 5. Đường tiếp tuyển với nửa đường tròn có độ dài là vô 
cùng. Кё một tia có đỉnh là điểm P (tầm của nửa đường tròn) 
sao cho nó cắt cả đường thẳng và nửa đường tròn. Bằng cách đó, 
các giao điểm của tia với nửa đường tròn và với đường thẳng sẽ 
được tương ứng | 1 với nhau. Khi tia di chuyển trên nửa đường 
tròn và riến đến gần tia PQ, nó giao với đường thẳng ở điểm 
càng ngày càng xa hơn. 


Diéu gi së xảy та nếu tia trừng tới tia PQ"? 


5 P Q 





(I. Tia sê song song với dường dung. 







Các só tam giác, 


số vuông và só 
ngũ giác 






Các con số có rất 
nhiều tên gọi. Một số 
tên gọi của chúng được 
nghĩ ra dựa theo hình 
đáng của các hình mà chúng tạo thành. Dưới đây, chúng ta sẽ thấy 
rằng các số lẻ tạo thành các hình tam giác, do đó chúng còn được 
gol là số tam giác. Сас sô chính phurmg, tức là các số L = 1, 2: = 4, 
Y = 9... tao thành các hình vuông, vì vậy chúng còn được gọi 
là số vuông. 


Mỗi nhóm số có một hình tương ứng với nó. Bạn hãy thử 
thành lập các dãy sé khác có thể tạo thành các hình và xác 
định hình tương ứng với chúng. 
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: man: Eratosthenes 
ào năm 2Q rr.( `. I ” ө A 
mm... an đo Trái Đất 
Eratosthenes đã nghĩ ra một 

phương pháp tài tình để đo 


độ vi xung quanh Trái Đất. 


De Jo chu vi của Trái Đất, Eratosthenes dùng các kiến rhuc 
về hình học, cụ thể là định lí sau: 


Nêu vắt các đường thẳng song smg bằng một dhëma 
tháng không song song với chung thì сис góc time 
so le được tạo ra sẽ bằng nhau. 


Ông biết rằng vào thời điểm giả. trưa trong suốt thời gian 
hạ chí, tại thành phó Svene, Ai Cập, mòt cây рау thẳng đứng 
sẽ không có bóng, tức là ria sáng chiếu thẳng đứng. Cùng lúc 
đó ở Alexandria (cách đó 5000 stadia = 500 dam), cây оду thẳng 
đứng có bóng tạo thành một góc 7912. Với những thông tin 


này, ông có thé tính được chu vi Trái Đất với sai số +2% so với 





chu vi thực. (ác па nắng 
I › , I ft trol 

¬ : | 

ХАХ\ ч adia A | 


Syene 








(` 


Cách tính: 

Vi các па sáng chiếu song song với nhau, nén <CAB và «B 
trong hình trên là các góc trong so lc băng nhau. 

Do đó, khoảng cách giữa Syene và Alexandria ti lệ với chu 
vị Trái Đất. Ti lệ này I ї 12 21 Suy ra chu vi Trái Đất là 





+ = 


| 
500 dam x 50 = 25000 dam (tuong đường với 40233,7km). 
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Hinh hoc xa anh 
và quy hoach 
tuyên tính 


Sử dung các ki 
thuật của hinh hoc 






xạ ảnh và giai hệ 
phương trình, 
Narendra Karmarker, 
khi còn là một nhà toán hac lầm việc ta) phòng thí nghiệm 
Bell, đã tìm ra một phương pháp giảm thiểu rất nhiều thời gian 
cản dùng để giải các bài toán quy hoạch tuyến tính công kênh, 
chẳng hạn như bài toán phân phối thời gian trên các vệ tinh 
liên lạc, lén lich cho các đội bay hay chon đường truyền cho 
hàng triệu cuộc điện thoại đường dài. 





Hinh ve của một hoa st về móc khối hinh học và các mặt của nó. 


Cho đến gần đây, phuong pháp don hình — do nhà toán 


học George B. Danzig vào năm 1947 phát triển — van được sử 
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dung. Phương pháp này cần rất nhiều thời gian tính toán và 
không khả thi với những bài toán lớn. Các nhà toán học biểu 
điễn các bài toán quy hoạch tuyến tính như các khối hình học 
phức tạp với hàng triệu hay hàng tỉ mặt. Mỗi góc cúa từng mặt 
đại diện cho một giải pháp có thể. Nhiệm vụ của thuật toán? 
là tìm lời giải tốt nhất mà không cần phải xem xét từng lời giải 
một. Phường pháp đơn hình của Danzig chạy dọc theo các cạnh 
của khối hình, kiểm tra lần lượt các góc nhưng đồng thời cũng 
luôn hướng tới giải pháp tốt nhất. Trong hầu hết các bài toán, 
nó có thể đủ mạnh, miễn là 56 lượng các biến (ап só) nằm trong 
khoảng từ 15 000 đến 20 000. Thuật toán Karmarker tạo một 
đường đi tắt bằng cách đi xuyên qua giữa khối hình. Sau khi 
chọn một điểm bất kì nằm trong khối hình, thuật toán sẽ làm 
méo toàn hộ cấu trúc, tức là định dạng lại bài toán sao cho điểm 
đã chọn năm tai đúng tâm của hình mới. Bước tiếp theo là tìm 
môt điểm mới theo chiều hướng tốt nhất và làm méo cấu trúc 
một lần nữa, rồi đưa điểm mới chọn đó thành tâm. Nếu không 
có quá trình làm méo, chiều hướng mới xuất hiện có thể đưa ra 
sự cải tiến tốt nhất sau mỗi lần sẽ chỉ là không tưởng. Những 
biến đối lặp đi lặp lại dựa trên các khái niệm của hình học xạ 
ảnh sẽ đưa ra giải pháp tốt nhất một cách nhanh chóng. 


(D. Thuật сойт là một cách tiên hành anh toán để di đến loi giải Ví dụ: quá 
tinh chia và các burk chia dài là một thuật toán. Khi chiu dài, chứng ta thám rút 
ngất quá trinh chua nêu chia 658 cho X, ta thám lấy X gûn tả 0 tà tính 
xem 650 chia. Э bàng bao тибин chat Колу chia прау 658 cho 29, Thuật toán 
Karmarker vũng có vững ла ngắn đặc biệt trong đó, gor là quá trinh bién dái 
hay làm móc, 
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Bài toán | 
МҺёп và ruồi 





Henry Ernest Dudeney, 
ngườ Anh, là một chuyên 
gia sang tao các câu đố vut 
nai tiếng ở thế ki ХІХ. Hầu hết các sách đế vui ngày nay có 
rất nhiều càu đố của ông, nhưng chúng thường không được coi 
là do ông nghi ra. Vào những năm [890, ông và Sam Loyd, nhà 
đố vui nói tiếng của Mỹ đã cộng tác với nhau trên một loạt các 
bài đố vui rrën báo. 


Cuến sách đầu tiên của Dudeney, The Canterbury Puzzles 
(Những ciu đố Canterbury), xuất bàn vào năm 1907. Năm quyền 
sách bổ sung được xuất bản sau đó, cho đến nay chúng vẫn là 
một kho báu những bài roan hóc búa quý giá. 


12 foot 





12 foci 
30 foot 


Bài toán Nhện «à tuổi, ra mắt lần đầu tien ở một tờ báo Anh 
năm 1903, là một trong những câu đố nói tiếng nhất của ông. 

Trong một căn phòng hình hộp chữ nhật, 30foot x foot x I2foot, 
một cơn nhèn nûm ở giữa một bic tường, cach trần nhà 1 foot 
(1 foot = 0304 m). 
Một cơn rudi nûm ở giữa bức tung đối điện với con nhện, cách 
nén nhà 1 foot. Con тиді sợ đến nói không thể dị chuyển дих gì 
Но con đường ngắn nhất ma thận phái bò dé có thể bắt duoc 
cơn rubi là đường nào? (Gợi ¥: điểmg đó ngắn hon 42 foot). 

Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án. 

(1) Canterbury là một thành ph ở phía đông nux Anlı 










Toán hoc và 
bong bóng 
xà phòng 


Những khái niệm toắn 
học nào có thể liên quan 
đến bong bóng xà phòng 
Hình dạng mà những màng 
xà phòng hình thành bi chỉ phối bởi sức căng bë mặt. Sức căng 
bề mặt làm giàm dien tích của bé mặt đến mức tối thiểu. Vì vậy, 
môi bong bóng xà phòng bao phủ một lượng không khí sao cho 
điện tích bề mặt của lượng không khí đó là nhỏ nhất. Điều này 
uiải thích vì sao một bong bóng xà phòng đơn lé có hình сап, 
trong khi một đám bong bóng, như trong đám bọt, lại có hình 
Jang khác. Trong đám bọt, các cạnh của bong bóng xà phòng 
tạo thành các góc 1209, gọi là điểm nói ba. Điểm nối ba về bản 
chất là điểm giao của ba đoạn thắng mà các góc tai giao điểm 
đều là 1209, Rất nhiều hiện tượng tự nhiên (như vảy cá, bên 
trong quả chuối, hình dáng các hạt ngô, hay các bản trên mai 


rùa) phù hợp với điểm nói ba điểm cân bằng của tự nhiên. 










Đồng tiền trên cùng bị làn 
đi một nửa đường tròn qua đồng 
bên dưới nó, cuối cùng nó ở bên 
dưới đông rién thứ hai mà không hé bị xoay lệch di so với lúc 
ban đầu. Vì nó đã di chuyển được một nửa chu vi của mình, 
nên ta có thể nghĩ rằng khi xuống phía dưới, nó sẽ bị lộn ngược 
lai. Lấy hai đồng tiền và thử di chuyển. Hãy giải thích vì sao 


điều này không xảy ra? 
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Hexamino là mòt vật 
phẳng được tạo bởi sáu đơn 
ví hình vuông. Bát đầu với một hình lập phương có thể tích là 1 
đơn vi, bạn hãy cắt doc theo bảy cạnh của nó sao cho nó rời ra 
thành một hình phẳng. Hình nhận được là một hexamino. Tùy 
thuộc vào các cạnh bị cát mà các hexamino khác nhau được tạo 
thành, Một vài hexamino được minh họa ở dưới đây. 


Có tất cá bao nhi hexamino 


TT 
"JT 










Dav Fibonacci Sung | 

` e^ ay Fibonacci xuât 
và tu nhién dn 

° hiện trong tự nhiên 

thường xuyên đến mức 


người ta không thể tin đó chỉ là do ngẫu nhiên. 


a) Chúng ta hãy cùng xem danh sách các loài hoa có số cánh 
hoa là số Fibonacci: có duyên linh, hoa hồng dai, có rễ máu, 
hoa bướm, mao luong vàng, hoa ré quạt, hoa li, hoa diễn vi. 

b) Những bông hoa có só cánh ở dài hoa là một số Fibonacci: 


cúc tây, hoa bướm, cúc dại, hoa mật. 


Những số Fibonacci sau thường là số cánh hoa của: 


arana hoa huệ tây và diên vî 

EE hoa rë quat, mao luong vàng và hoa phi yên 
ee hoa tai thó 

о онны hoa buóm 

>. ШИИНИН hoa cúc тау 


34, 55, 84.....Һоа cúc dai 











с) Các só Fibonacci cũng được tìm thấy trong cách sắp xếp 
của các lá, cành cây và thân cây. Bạn hãy chọn một chiếc lá 
nào đó trên thân cây và đánh dấu nó là sẽ О, sau đó đếm sẽ 
lượng các lá (giả sử không có lá nào rụng) cho đến khi tới chiếc 
lá thẳng hàng với lá số O ban đầu. Tổng số lượng các lá trong 
hầu hết các trường hợp đều là một số Fibonacci và số lượng các 
vòng xoắn trước khi tới chiếc lá thắng hàng ở phía trên cũng là 
số Fibonacci. Ti lệ 55 14 cây với số vòng xoắn trên được gọi là 
tỉ lệ sắp xếp lá (xuất phát từ một từ Hy Lạp, lafarraangement có 
nghĩa là жїр xếp là). Hầu hết các tỉ lệ sắp xếp lá là ti lê Fibonacci. 


CÂY LÊ 





J) Các số Fibonacci đôi khi còn được gọi là số nón thông vì 
các số Fibonacci liên пёр nhau có xu hướng xuất hiện nhu là 
các đường xoắn óc trái và phải của một nón thông. Điều này 
cũng đúng với đài hạt hoa hướng dương. Ngoài ra, bạn còn có 


thế tìm thấy một vài sû Lucas liên tiếp 





Dai hạt hướng ат 











(1). Cac số Lucas tạo thành một day Fihmaca tới hai só đâu nên là 1 và X сас 
só tiếp theo duri um bằng cách lấy tổng cua hai vì mat nó Vi cậy, day Lucas s 
là Ì 3. 4. 7. Il Nó ашк goi theo tên của Edmuird Licas, một nhà toán học thê 
ki ХІХ, пай da đạt tên goi cho dạy Fibonacci va nghiền сым những day số truy 


hối. Möt cách liên hệ khác gati day Lucas và (йу Filvmacá là 


e) Quả dứa là một dạng thực vật khác có thể dùng để xem 
xét sự hiện diện của các số Fibonacci. Bạn hãy đếm số lượng các 
vòng xoắn tạo bởi các mắt dứa hình lục giác. 





Day Fihonacci và tỉ lệ vàng 
[Day các tỉ lệ Fibonacci liên tiếp: 





EE Kai  . ng iar ; 
11 2 35 Э Е. 
h 2 1» 16 1625 LOSE 16i% sx 


thay đổi lớn hơn và nhỏ hơn so với giá trị của tỉ lệ vàng, @. Giới 
hạn của dày số này là р. Mối liên hệ này ám chỉ rằng bat kì 
dau (đặc biệt trong các hiện tượng tu nhiên) có ti lệ vàng, hình 
chữ nhật vàng hoặc có các đường xoắn ốc đẳng giác, thì nơi đó 


có sự hiện diện của dày Fibonacci và ngược lại. 











Chú khi và 
những qua dừa 





Ba thủy thủ và mót 
chú khi sau khi bị dám tàu 
thấy mình nằm trên một 
hòn đảo, nơi thức ăn duy nhất là những quả dita. Họ hái dừa cả 
ngày và quyết định đi ngủ rôi sẽ chia dừa vào ngày hôm sau. 
Trong đêm, một thủy thủ thức dậy và muốn lấy phần dừa của 
mình ngay chứ không đợi đến sáng mal. Anh ta chia số dừa 
thành ba phần, nhưng có một quả dừa còn sót lại, anh ta để cho 
chú khi. Sau khi giấu phần dừa của mình, anh ta đi ngủ tiếp. 
Một lúc sau, một thủy thủ khác tỉnh dậy và cũng làm giống 
như người trước. Anh ta để lại số dừa còn dư cho chú khi. Cuối 
cùng, người thủy thủ thứ ba thức giấc và cũng chia dừa như hai 
người trước, để lại số dừa dư cho chú khỉ. Sáng hôm sau, khi cả 
ba người thức đậy, họ chia dêng dừa thành ba phán với một quả 


còn thừa cho chú khi. 
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Hoi sû dừa ft nhất mà các duis dui hái dux là bue nhiều? 


Bạn hãy làm nhưng bai toán tug tt, nhưng với bon duy thủ, 
vôi sau đó là năm thủy thu 


Các phường trmh giái những bài toán loại này có tên gọi là 
phuong. trình Dioplumtine. Chúng Juge goi theo ten của nhà toán 
học Hy Lạp Diophantus, người đầu исл dung những loại phuong 
trình này để giải một số bài toán. 


Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án. 


МЕМ VUIL IOAN J 231 











Bốn con nhện 
và những 
đường xoăn бс 


Bến con nhện bắt đầu 
hò từ bón góc của một 
hình vuông 6 x 6m. Mỗi 
một con bò về phía con 
nhện bèn phải nó và di chuyến dàn tới ram hình vuông với 
vận tóc không do: là lem/giày. Do đó, chúng luón luôn nằm ở 
bón góc của một hình vuöng. 


Phải mát bao nhiêu рма chứng тиў ba un tâm hình vuông? 





Đường di của bốn con nhện này là những Фй хойт óc 
đẳng güic." 


Hãy thử làm lại bài toán với những hình da giác đều khác. 


Xem cách giải ở phần Lời giải và đáp án. 





(1). DE biết thêm đưng tin v^ dup хойт йс đẳng риш. xem muc ha Hinh chứ 
"И vang (tranp 104), 
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Trang 10 — Biến tam giác thành hinh vuông 


Trang 19 — Bài toán Lúa mi và bàn cờ 
1 + )2( + (02) + +O +... + Qr 
EET 60 а 


Trang 37 — Câu đố chủ T 


Trang 39 — Khách sạn Võ Hạn 

Anh ta quyết định chuyển mỗi người đã có phòng sang 
phóng có số lón gấp dai với số của phòng người đó đang ở, như 
vậy người thuê phòng số 1 sẽ chuyển sang phòng số 2, người б 
phòng sê 2 chuyển sang phòng số 4, người ở phòng số 3 chuyển 
sang phòng số 6,.. Cách này sẽ làm trông tất cả những phòng có 
số lẻ để dành cho sê khách mới đến trên xe buýt. 


Trang 48- Câu đố của Sam Loyd 

Bắt đầu từ giữa, di chuyển các hình vuông thích hợp theo 
các hướng sau: Tây Nam, Tây Nam, Đông Bắc, Đông Bác, Đông 
Bác, Tây Nam, Tây Nam, Tây Nam, Тау Bác. 
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Trang 53 — Meo Fibonacci 

Nếu a và b là hai phần tử đầu tiền của day, chi các phần 
tử tiếp theo sẽ là: a + h, a + 2b, 2a + 3b, 3a + 5b, Sa + Sh, Ba + 
Dh, 13a + 21b, 21а + 34b. Lấy tổng của mười phan tử đầu tiền, 
ta nhận được 55a + 88b, là 56 gấp Il lần phần tử chứ bảy là 
Sa + ЗЬ. 


Trang 58 — Mười mốc lịch sử 
1879 - năm sinh của Einstein; 1066 — trận đánh Hastings; 476 
Đế chế La Mã sụp để: 1215 Năm ban hành Đại Hiến chương 
nước Anh; 1455 - Năm xuất ban Kinh thánh Gutenberg; 563 
Năm sinh của Đức Phật Tó Nhu Lai; 1770 - Năm sinh của 
Bccthoven; 1969 - Người dau tiên dat chân lên Mặt Trang; 1948 
Thủ tướng Gandi bi ám sắt; 1776 Nước Mỹ tuyên hố độc lập. 


Trang 61 — Bài toán thứ 8 trong quyến Pillow Problems 

Giài thích của Lewis Carroll nhu sau: 

m = # số luang người dàn ông 

k = # số lượng đồng si-linh của người đàn ông cuối cùng 

(người nghèo nhất) 

Sau một vòng, mỗi người mất đi một đồng si-linh, và số đồng 
sı hinh bị chuyển di là m đồng. Sau k vòng, mỗi người mất di 
k dòng si linh, người cuối cùng sẽ không còn đồng nào, còn số 
tiên bị di chuyển là mk đồng si linh. Quá trình chuyển tiền kết 
thúc khi người cuối cùng không thể chuyển tiền được nữa (vi 
số tiền anh ta có lúc đó nhỏ hơn số tiên phải chuyển cho người 
bën cạnh) và tổng số tiền đã chuyển khi đó là (mk +m 1) 
si linh. Người ngay trước người cuối cùng Іас đó không còn 
đồng si linh nào cả, còn người đầu tiên có (m - 2) si-linh. 

Người đầu tiên và người cuối cùng là hai người cạnh nhau 
duy nhất có thể có số tiền tỉ lệ 4:1. Vì vậy, 

hoặc là mk +m 1 = 4(m - 2) 


hoặc là 4(mk +m - 1) =m - 2 


Phương trình đầu tiên cho ta mk = 3m - 7, suy ra k = 3 - ( L ) 
suy ra không có nghiệm nguyên nào khác ngoài m = 7, k = 2. 

Phương trinh thứ hai dẫn đến 4mk = 2 - 3m. Không có cặp 
số nguyên nào thỏa màn phương trình này. 


Vì vậy, đáp số là có 7 người dàn ông và 2 đồng silinh. 


Trang 71 — Hình vành khuyên lạ kì 

Chứng minh cho hình vành khuyên lạ kì: 

Diện tích của hình vành khuyên là: «К? xr. 

Đây là hiệu của diện tích vòng tròn lớn trừ di dien tích 
vòng tròn nhỏ. 

Từ hình vẽ trang 71, chúng ta suy ra độ dài của dây cung 
là: 2V(Rˆ - rŸ. 

Vì vậy, một vòng tròn với đường kính này sẽ có diện tích 
lh: z( R? - r^), tức là xR' - zr. 


Trang 72 — Những chú ngựa Ba Tư 
Có hai chú ngựa nám ngang quay bụng vào nhau và hai chú 


ngựa nam dọc quay lưng vào nhau. 


Trang 73 — Саи đố của Sam Loyd 
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Trang U8 — Nghịch lí Achilles và chú rùa 

Achilles sẽ đuổi kịp chú rùa sau Шут. Nếu doan đường dua 
ngắn hơn khoảng cách này, chú rùa sẽ chiến thắng. Nếu nó dài 
đúng bằng như vậy, hai bên sẽ hòa nhau. Còn nến không thì 
Achilles sẽ vượt qua chú rùa, 


Trang 124 — Câu đố của Diophantus 

Gọi n là số tuổi thọ của Diophantus. 

(-Әп + (п + (3n + 5 + (n +4 =n 
rúr pon lai ta có: (п = 9 

n = 84 tuổi. I 


Trang 138 — Bài toán Bàn cờ 

Không thể phủ kín bàn cờ đã biến đổi bing các quân đô-mi-nô. 
Mỗi quân đô-mi-no phải chiếm chỗ của một ó den và một ô đỏ. 
Vi cá hai gác bị bỏ đi của bàn cờ cùng màu với nhau, nên trên 
bàn cờ khong còn lại số lượng û den và đỏ thích hop. 


Trang 142 — Chứng minh Ì = 2 
Phép chia cho 0 xuất hiện ở bước 6. Số 0 bi Ẩn đi bởi biểu 
thức (h a). (b ~a) bằng O vì à = b theo giả thiết ban đầu. 


Trang 149 — Nghịch li «ё bài kiểm tra bất ngờ 

Bài kiểm tra sẽ không ché vào thứ sáu, vì nó là ngày hoc cudi 
cùng trong tuần và nếu thứ nầm bạn vẫn chưa có kiểm tra, thì 
bạn sẽ có thể suy ra ngay là kiểm tra vào thứ sáu. Nếu thế, trước 
8 pià sáng ngày thứ 6 bạn có thể đoán được ngày thứ 6 có bài 
kiểm rra. Điều này trái với điều kiện bà: toán. Vì vậy, nếu thứ 
sáu là không thể, chi chứ năm sẽ là ngày cuối cùng có thé có kiểm 
rra. Nhưng thứ nầm cũng không đúng, vì đến thứ tư bạn đã biết 
là chỉ còn lại thứ năm và thứ sáu. Thư sáu không thé được, nhu 
vậy sẽ phải là thứ năm, tức là vào thứ n? bạn đã biết là kiềm tra 


vào thứ năm. Điều này trái với điều kiện của bài. Như vậy chi 
còn lại thứ nr là ngày cuối cùng có thé có kiểm tra, nhung thứ 
tư cũng bị loại bởi nếu thứ ba vẫn không có kiểm tra thì bạn 
sẽ hiết vào thứ ba là kiểm tra vào thứ tư. Tiếp tuc suy luận như 
vậy, thì tất cà các ngày trong tuân không có bài kiểm tra. 


Trang 161 — Bài toán logic 

Đầu tiên, người nóng dàn dua con dé qua sông. Sau đó, ông 
trở lai đưa con sói qua. Sang bën bờ bên kia, ông dé lại con sói 
và chở con Jë quay lại. Tới lại bờ bên này, ông để lại con dë và 
chở cây bắp cải sang sông. Sau đó, ông quay lại đón con đê và 
qua sông, nơi có con sói và cây bắp cai. 


Trang 165 — Câu đố chín đồng xu 
ы Т» ы 
PM 
e i a- e 
Trang 177 — Bài toán vê gỗ, nước và lúa mi 





Bài toán về gô, nước và lúa mì không có lời giải nếu các 
đường đi phải nằm trên mặt phẳng (Euclid). Nhưng nếu ba ngôi 
nhà nằm trên bë mặt của một hình xuyến hay chiếc bánh rắn 
(như minh họa trong hình vẽ) thi lời giải sẽ rất đơn giản. 


Trang 183 — Cáu đố vê đồng tiền giả 

Chỉ cần một làn cần! 

Bạn hãy đặt lên cần một đồng tiền ở cọc đầu tiên, hai đồng 
ở cọc thứ hai, Һ đồng ở cọc thứ ba và cứ tiếp tục như vậy. Bạn 
sẽ biết khối hưng của chúng nếu không có đồng nào là ра. Vi 
vậy, để xác định cọc tiền nào là giả, hãy nhìn mặt cân và xem 
xố rien tren cân nặng hơn là bao nhiêu so với trường Бор tất 
cà chúng là tiền thật. Số cần nặng hon này sẽ chính là số thứ 
tự của cọc tiền giá. Ví dụ: Nêu chúng nặng hơn 4 gam, thì cọc 
tiền thứ tu là giả vì bạn đã đặt bốn đồng tiên giả từ cọc đó lén 
trên cân. 


Trang 192 — Ba người đàn ông đứng trước bic tường 

Người dan ông xa tường nhất hoặc là nhìn thấy hai mũ nâu, 
hoặc là nhìn thấy một mũ đen và một mũ nâu. Nếu ông ta 
nhìn thấy hai mũ đen, thì ông ra sẽ biết ngay mình đội mũ nâu. 
Người đàn ông ở giữa nhìn thấy mũ nâu, vì nếu Ong ta nhìn 
thấy mũ Чер, ông ta sẽ biết là minh phải đội mũ nàu từ thông 
tin do người đứng sau nói ra. Vi vậy, người đàn ông gần tường 
nhất kết luận rằng ông ta chỉ có thể đội mũ nâu từ những gì 
người đứng giữa nói ra. 


Trang 221 — Bài toán Nhận và ruồi 
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Trang 229 — Chu khí và những quá dừa 
Có tất cả 79 quả dừa. Goi n là số lượng quả dừa lúc ban đầu. 


Số dua cho SO dua mới thuy Sû dita. còn lại 
chú khi thu giấu di mong long dừa 
I 2 1) UA 2) 
(2n-5) + _ 2n-5 2m - 5) _ 4n - 10 
Ali vi ш: 9 7 9 
| (4n - 19). T 4n - 19 2(4n - 19) 8һ- 33 
9 ` 2] 27 E 


Số dừa mê: thủy thu Шу 
vào sáng hôm sau 
1 (8n - 65), 4 = Ёп - 65 0 
2 8] 
trong đó п là tổng số dita ban đầu. 
за = f là số dừa mỗi thúy thú nhận được khi chia nhau 
vào buổi sáng. Cho f lần lượt nhận giá trị là các số dêm ràng 
dàn, bắt đầu từ L Số f nhỏ nhất cho chúng ta giá trị n nguyên 
là f = 7. Khi đó, n có giá trị là 29, 


Trang 23] — Bốn cơn nhén và những đường xoắn ốc 

Nhận xét rằng khi bốn con nhện di chuyển, kích thước của 
hình vuông mà chúng tạo thành nhỏ lai, nhung nó vẫn luôn 
là một hình vuông. Đường di cúa mỗi con nhện vuông góc với 
đường di của con nhện ở bên phải nó. Thời gian mỗi con nhẹn 
di chuyển cho đến khi nó gặp con nhện bên phải nó cùng 
bằng thời gian dí chuyển cần thiết để chúng gặp nhau trong 
trường hop con nhện bên phái đứng yên. Mỗi con nhận sẽ phải 
di 6m, тйс là 600cm. Dê dı duoc 60cm, chúng cần di chuyển 
trong vòng 600 giây, hay là 10 phút. 
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Nim vui toán bọc giúp người đọc biểu thêm vé mối liên bệ mật thiết giữa toán 
học và thế giới này bằng các khái niệm tà bình ảnh của toán bọc biện diện trong 
mọi lĩnb vuc của đời sống chủng ta." - Science News 


"Hiểm khi nào chủng ta bát вар được nbüng cuốn sách toán bọc tới lượng biến 
thức phong phú và có chiêu sâu nbu cuốn sách này. Sách của Pappas luôn chúa 
dung những thông tín bổ ích tà lí thú, không chi thỏa mûn lòng bam biểu biết của 
các em boc sinb và các đôi упр khác mà còn là tài liệu dành cho các пра ngbién 
cứu. Pappas thông thái vita là một пра toán bọc vita là một nhà thơ. Bằng tu duy 
sắc sảo của một nhà bboa bọc và cái nhìn đây thí tí của một nhà nghệ thuật, bà dà 
lua chọn nbimg chủ dé chắc chắn sé kich thich trí tường tượng và hơi dậy cảm giác 
thích thú của ban đọc vé sự bao la bì vi của bành tính toán bọc ` 

— Clifford A. Pickouer. tác già cuốn Computers © the Imagination 


Nim vui toán boc mang thể giới toán boc đến tới ban đọc bằng một cách thức 
cbudn muc nhưng rất mới mě.. Tôi chân thành khuyên các bạn nên doc." 
~ Tbe Matbematics Teacber 


Niềm vui toán bọc kbóng phải là su lap đi lặp lại dûy máy móc vé các khái 
niệm Cuốn sách ёрат phá nguón gốc của cå Ара ntém toán bọc nà người phát 
minh khát niệm ấy, dua ra những bài tập độc đáo khiến bộ nào chủng ta không 
cbi tiếp thu lí thuyết mà còn phải áp dung vào thực tế... Các bí quyết, bài tập và 
bhái niệm hông còn khô cứng nita, mà trẻ nên thú vi han bao giờ bët.” 

- Tbe Bookwatcb 
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